内 容 简 介 


本 书 是 教育 部 “高 等 教育 面向 21 世纪 教学 内 容 和 课程 体系 改革 计划 "的 研究 成 果 ,是 
面向 21 世纪 课程 教材 和 教育 部 理科 数学 力学 “ 九 五 "规划 教材 . 是 普通 高 等 教育 " 九 五 " 国 
家 级 重点 教材 . 本 书 把 广义 函数 数学 物理 方程 合并 写成 一 本 书 ,这 是 一 种 新 的 尝试 .前 四 
章 介绍 广义 函数 , 写 得 浅显 ,力求 具体 一 些 ,更 接近 物理 一 些 ,而 不 涉及 拓扑 线性 空间 .后 
四 章 在 此 基础 上 ,以 基本 解 为 线索 处 理 经 典 的 数学 物理 方程 内 容 , 并 简要 介绍 了 偏 微分 广 
程 比较 近代 的 一 些 内 容 .本 书 第 一 版 于 1989 年 出 版 .这 一 次 作者 依据 几 年 来 的 教学 实践 
对 原 书 作 了 不 少 增删 修改 ,并 增加 了 一 些 例 题 和 较 多 的 习题 

本 书 可 作为 高 等 学 校 数学 专业 的 教科 书 ,也 可 供 其 他 理科 专业 选用 或 供 有 关 科 研 人 
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第 二 版 说 明 


本 书 的 第 二 版 主要 是 吴 方 同 教授 努力 的 结果 . 在 作者 们 多 次 共同 讨论 以 
后 ， 这 次 再 版 主要 是 依据 几 年 来 在 数学 人 材 培 养 基 地 班 进行 的 教学 实践 ,对 
原 书 内 容 作 了 不 少 删节 和 改写 ， 也 改正 了 不 少 错误 . 例如 卷 积 的 处 理 就 是 基 
本 重新 写 了 的 ， 避免 了 张 量 积 的 概念 ,1997 年 10 月 在 广西 南宁 召开 的 数学 
与 力学 教学 指导 委员 会 基础 数学 教学 指导 组 工作 会 议 上 , 又 有 一 些 同志 提 了 
许多 宝贵 的 建议 , 根据 这 些 建议 我 们 对 经 典 的 三 个 类 型 方程 的 一 般 理 论 作 了 
不 少 补 充 ， 增补 了 第 五 章 . 把 原先 属于 其 他 章节 的 一 般 理论 的 内 容 移 了 到 第 
五 章 ， 并 增加 了 柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 及 其 证 明 ， 不 过 证 明 是 用 小 字 写 
的 . 对 书 中 小 字 写 的 部 分 ,读者 可 根据 情况 适当 跳 过 而 不 影响 后 面 的 学 习 ， 
此 外 ,， 还 增加 了 一 些 例题 和 较 多 的 习题 ， 有 些 难题 还 作 了 适当 的 提示 . 

另外 ， 本 书 的 第 二 版 作为 “ 九 五 国家 级 重点 教材 ”得 到 了 教育 部 ( 原 国 家 
教委 ) 的 资助 ,还 得 到 武汉 大 学 教务 处 的 大 力 支 持 . 


齐 民 友 
1998 年 10 月 
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从 1980 年 开始 ， 根据 中 法 两 国政 府 协 议 在 武汉 大 学 数学 系 举 办 了 一 个 
中 法 两 国教 师 任教 的 试验 班 1985 年 作者 为 这 个 班 四 年 级 开设 了 偏 微分 方 
程 课 ,其 内 容 即 本 书 第 五 至 七 章 , 约 30 课时 讲 完 . 这 就 是 本 书 的 直接 缘起 . 

但 是 这 样 写 书 的 想法 却 是 酝酿 了 很 久 了 . 多 年 来 , 我 们 开设 的 数学 物理 
方程 课 都 是 按照 大 体 相同 的 模式 ,主要 讲授 一 些 经 典 的 方法 . 这 样 ,学 生 学 
了 以 后 ， 离 当代 的 数学 水 平 还 有 很 大 的 距离 . 如 果 想 在 比较 新 的 基础 上 讲 这 
门 课 ， 又 担心 其 他 课程 跟 不 上 ， 也 担心 学 生 接 受 不 了 . 武汉 大 学 的 这 班 学 生 
在 学 习 本 课程 前 系统 地 学 过 广义 函数 论 而 且 并 不 感到 困难 . 这 个 经 验 促使 作 
者 作 这 样 一 个 尝试 : 把 广义 函数 论 与 数学 物理 方程 合并 起 来 写成 一 本 书 . 

其 实 广义 函数 论 并 不 是 很 难 接受 的 东西 . 初学 广义 函数 并 不 一 定 需要 它 
的 理论 基础 一 一 拓扑 线性 空间 理论 ,正如 初学 数学 分 析 的 人 不 一 定 要 学 实数 
理论 一 样 . 相反 ， 广 义 函 数论 有 许多 有 趣 的 实例 ， 有 了 明确 的 物理 背景 而 且 比 
较 灵 活 . 与 其 说 是 难 学 不 如 说 是 人 们 对 它 比 较 生 朴 . 掌握 了 它 ， 就 可 以 以 基 
本 解 作为 基本 的 线索 讨论 偏 徽 分 方程 的 一 些 基 本 问题 : 可 解 性 、 解 的 奇异 性 
与 正则 性 ( 亚 椭 圆 性 ) 等 等 . 这 样 ， 比 之 过 去 ， 就 离 这 个 分 支 的 前 活 近 得 多 了 . 
至 于 一 些 不 可 少 的 经 典 的 内 容 也 都 可 以 得 到 适当 的 安排 同时， 作者 的 另 一 
个 想法 是 , 广义 函数 不 只 是 现代 数学 家 不 可 少 的 工具 ， 对 于 物理 学 家 也 是 十 
分 有 用 的 (实际 上 , 物理 学 家 老 早 就 在 以 他 们 自己 的 方式 应 用 广义 函数 了 ). 
因此 ,作者 力求 把 各 种 材料 写 得 具体 一 些 , 更 接近 物理 一 些 ， 当然 回 过 头 来 
看 ， 仍 感到 还 应 该 多 一 些 具体 的 例子 . 特别 是 最 近 读 到 R. P. Kanwal，Ge- 
neralized Functions (Acad. Press，19831) 一 书 更 感到 还 可 以 写 得 更 浅 些 、 更 
具体 些 . 用 广义 函数 作为 基本 工具 还 有 一 个 意图 : 现在 我 国 大 学 数学 系 学 生 
在 分 析 方 面 有 许多 缺陷 ,其 中 最 大 的 一 个 是 对 傅 里 时 (Fourier) 变换 知道 太 
少 . 如 果 讲 广义 函数 就 可 以 最 自然 地 弥补 这 一 不 足 . 这 种 讲法 比 之 常见 的 用 
勤 贝 格 (Lebesgue) 积 分 来 讲 要 更 自然 更 易 懂 .同时 讲 广义 函数 就 可 以 介绍 一 
些 现代 分 析 中 最 常见 的 内 容 如 单位 分 解 、 磨 光 技 巧 和 卷 积 等 等 . 所 以 本 书 前 
四 章 是 数学 分 析 课 程 的 一 个 继续 . 

当然 这 就 发 生 了 本 书 与 其 他 课程 如 何 衔 接 的 问题 . 依据 武汉 大 学 中 法 班 
的 经 验 ， 本 书 是 一 个 学 期 的 教材 ,， 大约 60 学 时 即 可 讲 完 . 当然 第 一 次 试用 还 
可 以 省 略 不 少 内 容 . 作者 设想 , 本 书 可 以 用 于 三 年 级 上 学 期 与 复 变 函数 同时 
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进行 ， 所 以 其 中 有 好 几 处 用 到 柯 西 (Cauchy) 定 理 、 留 数 计算 ， 估计 学 生 不 应 
有 困难 . 学 广义 函数 也 可 以 暂时 不 用 勒 贝 格 积分 . 这 样 , 例如 局 部 可 积 函 数 
只 好 理解 为 局 部 歼 曼 (Riemann) 可 积 . 但 是 它 只 是 作为 广义 函数 之 一 例 而 出 
现 ; 则 理解 为 歼 曼 可 积 是 没有 害处 的 .实际 上 ， 如 果 不 涉及 完备 性 问题 ,用 
歼 曼 积分 大 体 上 也 就 够 了 . 但 是 对 经 典 的 侍 里 叶 变 换 理 论 , 勒 贝 格 积分 是 不 
可 少 的 . 因此 本 书 这 一 部 分 是 用 小 字 写 的 ， 如 果 这 门 课 在 三 下 开设 而 与 实 变 
函数 同时 进行 ， 这些 困难 就 没有 了 . 书 中 还 有 个 别 的 地 方 需要 用 到 一 些 未 证 
的 定理 , 例如 广义 函数 的 局 部 表示 要 用 Hahn-Banach 定理 (也 可 以 不 用 )， 本 
书 就 只 叙述 而 未 证 明 . 有 些 地 方 要 暂时 跳 过 去 ， 这 全 靠 任 课 教 师 适 当 处 理 
了 . 总 之 ， 一 个 三 年 级 学 生 想 要 自学 本 书 内 容 应 该 没有 大 的 困难 . 

另 一 个 问题 是 应 该 注意 防止 学 生 片面 追求 抽象 化 的 倾向 .从 武汉 大 学 的 
经 验 来 看 ， 时 常 有 一 些 学 生 十 分 喜欢 某 种 完美 简洁 的 数学 框架 ， 广 义 函 数 也 
是 其 中 之 一 ， 而 对 物理 问题 兴趣 不 大 ， 对 复杂 的 计算 更 是 望而却步 ,为 此 ， 
本 书 比较 注意 广义 函数 理论 的 物理 背景 但 这 还 是 不 够 的 ,教师 有 责任 引导 
学 生 关 心 具 体 的 物理 问题 ， 要 从 “天 上 ? 回 到 “地 上 ”， 因 为 当代 数学 发 展 的 淹 
流 正 是 数学 与 物理 的 紧密 结合 . 还 要 让 学 生 肯 “ 算 ”、 会 “ 算 2?， 不 要 走 到 头 来 
只 会 抽象 的 道理 而 连 一 些 最 简单 的 实例 也 算 不 出 来 . 为 此 ,希望 十 分 注意 习 
题 . 如果 有 的 学 生 感 到 习题 有 困难 ,建议 教师 再 补充 一 些 数 学 物理 的 经 典 方 
法 的 习题 . 

试图 用 比较 现代 的 方法 讲授 偏 微 分 方程 的 书 已 经 不 少 了 . 作者 写 这 本 书 
时 用 得 最 多 的 是 : Hormander 在 Lund 大 学 讲授 广义 函数 的 讲义 ,后 来 这 本 
讲义 扩大 补充 成 为 他 的 巨著 : The Analysis of Linear Partial Differetial 
Operators，Vol. 1，Springer-Verlag, 1983. 另 一 本 书 是 G. B. Folland， 
Lectures on Partial Differential Equations ,Springer-Verlag，1983. 写作 时 
见 到 姜 礼 沿 、 陈 亚 浙 二 同志 写 的 《数学 物理 方程 六 高 教 出 版 社 ，1986)，、 他 们 
试图 以 现代 的 数学 理论 处 理 经 典 的 材料 使 作者 得 到 不 少 启发 .作者 还 要 感谢 
李 大 潜 同志 的 谈话 ,他 建议 写 这 本 书 不 必 求 全 , 不 必 顾 到 各 方面 的 需要 ,而 
要 注意 自己 的 特色 (如 果 谈 得 上 什么 特色 的 话 ). 这 使 作者 比较 放胆 地 写 ， 其 
目的 也 就 是 作为 一 种 尝试 以 图 抛砖引玉 而 已 ， 


第 一 章 ”数学 物理 方程 的 来 产 


1. 引言 ” 偏 微分 方程 已 经 有 了 很 长 的 历史 . 大 约 在 微 积分 出 现 后 不 久 ， 
就 开始 了 关于 偏 微分 方程 的 研究 . 在 很 长 的 时 间 里 ， 人 们 注意 力 的 中 心 或 者 
是 物理 问题 的 、 或 者 是 几何 学 中 的 具体 的 个 别 的 偏 微分 方程 . 这 是 十 分 自然 
的 . 因为 许多 物理 的 基本 规律 的 数学 形式 都 是 偏 微分 方程 . 例如 流体 力学 、 
弹性 力学 、 电 磁 学 的 基本 定律 都 是 如 此 . 这 些 来 自 物理 的 偏 微分 方程 就 是 党 
说 的 数学 物理 方程 . 下面 我 们 将 要 介绍 三 个 方程 一 一 弦 振 劫 方程、 热传导 方 
程 和 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 , 不仅 因为 它们 很 简单 ,尤其 因为 它们 代表 了 三 
类 不 同 的 典型 方程 . 理解 了 它们 的 性 质 就 在 研究 一 般 的 偏 微分 方程 时 有 所 遵 
循 . 推导 它们 的 方法 大 体 上 也 是 相同 的 , 而且 适用 于 其 他 的 经 典 的 数学 物理 
方程 . 这 里 说 “经 典 ” 是 因为 一 些 量子 力学 中 的 偏 微分 方程 (特别 是 薛 定 雇 
(Schr6dinger) 方 程 ) 的 建立 依据 的 是 完全 不 同 的 方法 . 它 不 在 我 们 讨论 之 列 . 

大 量 研究 素材 的 积累 自然 迫使 人 们 去 建立 比较 一 般 的 理论 . 可 是 比 之 其 
他 数学 分 支 , 在 偏 微分 方程 方面 ,进展 道路 更 加 迁 回 . 这 在 本 质 上 是 由 于 偏 
微分 方程 内 容 极为 丰富 ,而 且 它 的 本 性 也 与 例如 常 微分 方程 大 相 异 趣 . 它 需 
要 新 的 数学 理论 . 1950 年 左右 出 现 的 广义 函数 理论 (分 布 理 论 ) 提 供 了 我 们 
所 需要 的 武器 . 这 以 后 ， 人 们 可 以 用 比较 具有 普遍 性 的 方法 去 研究 它 了 . 在 
这 本 书 里 , 我 们 将 要 介绍 广义 函数 论 的 初步 知识 , 并 且 利 用 它 来 讨论 经 典 的 
数学 物理 方程 . 应 该 提 一 下 : 广义 函数 不 仅 对 于 数学 物理 方程 是 必 不 可 少 
的 ,而 且 对 于 许多 数学 分 支 也 是 必 不 可 少 的 . 它 也 为 越 来 越 多 的 物理 学 家 和 
工程 师 所 接受 . 广义 函数 论 是 现代 数学 的 组 成 部 分 . 

2. 弦 振 动 方程 ”推导 弦 振 动 方程 ， 即 为 弦 振 动 现象 建立 数学 模型 ， 首 
先 需 要 了 解 它 所 服从 的 基本 物理 规律 ,同时 应 该 作 一 些 简化 假设 . 弦 是 一 个 
力学 系统 ,是 一 个 质点 组 (但 是 连续 的 而 非 离散 的 质点 组 ,所 以 也 说 , 它 是 一 
个 一 维 的 连续 统 ),， 所 以 它 的 运动 应 符合 牛顿 运动 定律 .对 它 的 简化 假设 如 
下 : 设 纺 在 未 受 扰动 时 平衡 位 置 是 工 轴 ， 而 其 上 各 点 均 以 该 点 之 横 坐 标 表示 . 
弦 上 各 点 的 位 移 均 发 生 在 某 个 (zx,w) 平面 内 垂直 于 z 轴 的 方向 上 . 因此 在 时 
刻 t 弦 的 形状 是 曲线 x 二 u(x,t). 我 们 现在 进一步 作 以 下 的 简化 假设 : 

1) 弦 的 扰动 是 小 扰动 ， 这 并 不 是 说 u(xz,t) 的 数值 很 小 而 是 设 us 很 小 : 
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ze 安 1， 从 而 |us|: 可 以 略 去 不 计 . 

2) 弦 是 “柔软 ”的 . 弦 是 一 个 连续 体 , 其 所 以 能 维持 其 形状 是 由 于 其 各 个 
部 分 互相 之 间 有 力作 用 ,这 种 力 称 为 内 力 . 如 果 要 使 弦 的 形状 改变 就 必须 抵 
抗 其 内 力 而 作 功 . 所谓“ 柔软 ”是 对 其 内 力 的 性 质 的 一 种 规定 ， 即 规定 内 力 
必须 为 切线 方向 的 张力 , 所 以 如 果 想 把 它 扭 柠 ， 即 在 法 向 发 生 形变 ,并 无 内 
力 抵 抗 ， 这 样 就 称 它 为 柔软 的 . 如 图 1 一 1， 弦 在 己 以 左 和 己 ' 以 右 的 部 分 各 
以 切 向 张力 与 7T' 作用 于 PP', 作用 点 各 为 与 P' ,方向 分 别 指向 P 的 左 
方 和 P' 的 右 方 , 即 由 PP' 之 外 的 部 分 作用 于 PP'. 

由 假设 1) 可 以 扒 
导出 全 一 T .推导 过 
程 这 里 从 略 ， 有 兴趣 的 
读者 可 以 参看 吉 洪 诺 夫 
与 萨 马尔 斯 基 著 :《 数 
学 物理 方程 )( 黄 克 欧 
译 , 高 等 教育 出 版 社 
1956 年 出 版 )， 其 中 有 
大 量 关于 物理 知识 的 讨 
论 ， 是 很 有 用 的 一 本 
书 . 

在 建立 数学 模型 时 ,这 种 简化 假设 是 必须 的 作 什么 样 的 假设 ， 需 由 所 
要 解决 的 问题 的 性 质 以 及 所 需 的 精确 度 而 定 ， 过 多 的 假设 常 使 所 得 的 结论 不 
反映 客观 情况 而 失去 价值 ， 过 少 的 假设 则 会 使 所 得 的 模型 过 分 复杂 . 总 之 ， 
这 是 一 个 实验 与 实践 的 问题 而 不 是 理论 问题 . 

建立 模型 的 下 一 步 是 分 析 纺 上 一 小 段 一 图 1 一 1 的 已 P, , 其 中 己 和 书 
的 模 坐 标 差 为 4r ,这 是 一 个 “ 微 元 ”. 它 必 须 足 够 小 , 使 得 我 们 可 以 无 视 其 内 
部 各 点 的 差别 而 认为 其 各 点 的 状况 都 是 均匀 的 , 凡 比 dx 更 高 阶 的 量 均 可 略 
去 , 它 又 必须 足够 大 , 使 得 可 以 忽略 微观 效应 ,可 以 认为 描述 其 运动 的 函数 
都 相当 规则 . 这 个 规定 是 具有 普遍 意义 的 , 大 凡 在 讨论 连续 体 的 问题 时 , 总 
是 这 样 作 的 ， 

上 面 说 的 微 元 , 时 常 说 是 一 种 “物理 无 穷 小 ”. 

现在 把 PP' 作为 一 个 运动 的 质点 来 考虑 . 设 弦 是 均匀 的 ,其 密度 p 是 一 
个 常数 , 因 PP' 长 为 dz (我 们 用 弦 长 EPr 代替 弧 长 PP' 因为 其 差别 与 (dz): 


同 阶 而 被 略 去 ), 故 质量 为 udz ,加 速度 为 3 站 ， 纺 的 其 余部 分 作用 于 它 的 力 


一 一 “XU ,0) 


图 1 一 ] 


3. 热传导 方程 3 


是 了 与 P' 两 点 指向 外 的 张力 T 了 与 7T'. 在 zx 方向 , 其 分 力 为 


1 1 
7 lb 一 人 0 一 7| -天 二 -一 一 | 
及 “05 V1 tan:o V1 十 tan20 


] ] 
-7 十 ui (CP’) rr 
一 0 . (uz 可 以 略 去 , 而 且 7 一 了 .) 
2& 方 同 的 分 力 为 
T'sin 0 — Tsin0=T(tan 0 — tan 0) 
=T[u,(P’') — wu,(P)] 


因此 由 牛顿 第 二 定律 有 


或 
2 Jf FIr2? 4 一 了 /0. (1) 


(17) 称 为 纺 振 动 方程 . 

3. 热传导 方程 ”现在 研究 均匀 物体 中 热 的 传导 ,因此 认为 物体 的 密度 
P、 比 热 c 与 热传导 系数 & 均 是 常数 . 若 记 该 物体 中 一 点 的 坐标 为 (x,y,z) ， 
时 刻 t 该 点 的 温度 为 T(x,y,z,t) . 取 物 体内 包 
含 入 了 的 小 长 方 体 为 上 面 说 到 的 微 元 . 我 们 讨论 
这 个 微 元 内 的 热平衡 . 

在 时 刻 1 到 :十 dt 内 , 该 微 元 内 各 点 (以 PP 代 
表 各 点 ) 的 温度 变化 是 

了 


T(P,t + dt) 一 TCP.D = dt 


Tdt 所 需 的 热量 (热能 之 量 ) 是 图 1 一 ? 


使 温度 升 高 


aT A 
CO Fr7dtdrdydz (该 微 元 的 质量 为 pdzxd ydz ). 


此 处 消耗 的 热量 应 该 由 物体 内 部 的 热源 (例如 物体 内 部 发 生化 学 变化 时 
就 会 有 这 种 热源 ) 与 微 元 外 向 微 元 内 的 热传导 来 补充 . 现在 先 考虑 传导 现象 . 
热传导 服从 一 个 实验 定律 一 一 傅 里 叶 定 律 : 通过 面积 4S 在 di 时 间 内 沿 法 方 


向 nn 方向 传导 的 热量 是 一 2dSdi .这 里 出 现 负 号 是 因为 热量 由 高 温 处 流 
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向 低温 处 . 故 当 2 > 0 时 ,热量 实际 上 是 向 一 方向 流 去 由 此 ,在 dt 时 
间 内 通过 微 元 左右 两 侧 ( 面 积 45 均 为 dydz ) 流 入 (在 左 侧 是 沿 z 方向 流入 ， 
在 右 侧 是 沿 一 工 方向 流入 ) 微 元 的 热量 是 

kadt(T,(zr + dr,y,z,t) — T(r yt)) dydz 


沿 前 后 两 侧 和 上 下 两 侧 流入 的 热量 可 以 同样 计算 . 最 后 ,由 热 的 平衡 可 得 


2 2 
aT 97 2 过 dzxdydzdt = cp Trdzrdydzdt 9 


dr gy 
或 者 

IT aT aT 137 ， 

D 2 ay’ dz: a9t’ a = k/cp. (2) 
9 as 


55 十 5 十 25 是 一 个 极 重 要 的 算 子 ， 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 ， 记 作 A， 
y 9 之 


(2) 称 为 热传导 方程 . z 

如 果 在 物体 内 还 有 一 个 热源 ， 则 需要 一 个 项 数 来 标志 其 强度 . 记 这 函数 
为 f(x,y,z,t) ， 它 表示 在 dt 时 间 内 , 在 该 微 元 中 产生 的 热量 是 /(z,y， 
z,t)dzxdydzdt . f 应 该 是 由 实验 给 出 的 , 或 者 由 其 他 物理 规律 导出 . 总 之 ， 


在 我 们 这 里 认为 是 已 知 的 . 这 时 , 我 们 将 得 到 以 下 的 非 齐 次 方程 
Fa 一 AT 十 二 Fr， (3) 
这 一 点 留 作 习 题 . 

在 以 上 过 程 中 , 基本 的 物理 定律 是 热 的 平衡 一 一 能 量 守 恒 . 我 们 可 以 认 
为 依 里 叶 实验 定律 是 一 种 简化 假设 ,因为 它 只 是 在 一 定 情况 下 适用 的 近似 的 
经 验 定 律 . 当 它 不 适用 时 ， 得 到 的 数学 模型 可 以 大 不 相同 . 参数 c、& 与 了 无 
关 也 是 重要 的 简化 假设 . 当然 <、&、p 的 均匀 性 也 是 一 种 简化 , 但 这 并 不 重 
要 , 抛弃 这 一 假设 并 不 导致 比 (2) 复 杂 得 多 的 方程 . 

4. 拉 普 拉 斯 方程 和 泊 松 方程 

现在 考虑 静电 场 中 的 电位 g(x,y,z) ,并 设 场 中 有 电荷 分 布 , 其 密度 为 
co(zyy,z) . 如 果 电 场 强度 为 E(x,y,z) ， 则 由 定义 ,EE 二 一 grad 9. 高 斯 定律 
告诉 我 们 ， 

divE=0. 
这 里 的 高 斯 定律 采取 这 样 简单 的 形式 是 因为 我 们 采用 了 特定 的 单位 制 将 EE 
二 一 grad 9 代入 此 式 就 得 到 p 所 适合 的 方程 
一 div grad wp 一 一 Ap 一 0. (4) 
它 称 为 泊 松 (Poisson) 方 程 . 特别 是 在 自由 电场 ( 即 p = 二 0 的 情况 ) 中 ,电位 适 
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合 拉 普 拉 斯 方程 
Ap=0. (5) 

这 里 我 们 是 从 一 些 物理 定律 推导 出 方程 的 . 如 果 我 们 分 析 一 下 这 些 定律 
导出 的 过 程 ， 仍 可 看 到 采用 了 微 元 的 分 析 和 对 一 些 实验 事实 的 概括 .例如 库 
伦 (Coulumb) 定 律 就 是 一 个 实验 定律 , 而 高 斯 定律 是 依据 于 它 的 . 凡 实 验 定 
律 都 包含 了 对 实际 情况 的 某 种 简化 或 理想 化 , 或 作 了 某 些 省 略 . 因此 只 是 某 
种 近似 . 本 例 在 这 一 点 上 和 前 两 个 例子 一 样 有 简化 假设 . 

拉 普 拉 斯 方程 不 仅 出 现在 静电 场 问 题 中 . 例如 设 热传导 方程 (2) 的 解 工 
与 时 间 无 关 时 一 一 这 种 温度 场 称 为 定常 温度 场 一 一 则 方程 (2) 成 为 

A7T =0. 

所 以 , 拉 普 拉 斯 方程 也 可 以 描写 定常 温度 场 . 不 但 如 此 ， 它 还 可 以 描写 引力 
场 势 等 等 . 概括 地 说 ， 它 所 摘 写 的 自然 现象 是 稳定 的 、 定 常 的 , 亦 即 与 时 间 
无 关 的 . 拉 普 拉 斯 方程 可 以 描述 种 种 不 同 的 现象 ， 其 他 方程 也 如 此 . 热传导 
方程 还 可 以 描述 扩散 现象 ， 踊 振 动 方程 可 以 描述 传输 线 中 的 电流 或 电压 ( 当 
参数 适合 一 定 的 条 件 时 ), 还 可 以 描述 轴 的 扭转 振动 等 等 . 这 种 情况 正 是 数 
学 物理 方程 作为 描述 自然 现象 的 工具 的 力量 所 在 . 实际 上 ， 这 三 个 方程 各 是 
一 类 方程 的 典型 . 各 反映 一 类 自然 规律 . 尤其 是 ， 这 三 类 方程 的 数学 性 质 各 
取决 于 一 个 二 次 型 的 性 质 . 在 本 书 中 ， 我 们 将 依据 这 个 二 次 型 将 方程 分 类 ， 
并 逐 类 进行 讨论 . 

5. 定 解 条 件 上 面 的 例子 告诉 我 们 ， 这 些 数 学 物理 方程 都 是 一 般 的 物 
理 定律 的 表现 ， 它 反映 很 广泛 的 事物 . 因此 ， 为 了 刻画 一 个 具体 的 对 象 ， 例 
a 一 定 材料 的 物体 在 某 特定 情况 下 的 温度 ,就 需要 一 定 的 补充 条 


件 一 一 不 只 是 几何 形状 、 材 料 性 质 . 这 些 补充 条 件 称 为 定 解 条 件 . 在 数学 物 
方程 理 沦 中 我 们 总 是 联系 着 一 定 的 定 解 条 件 来 研究 一 一 个 方程 的 这 就 叫 
做 一 个 定 解 问题 . 


常见 的 定 解 问题 有 两 大 类 . 一 类 是 , 对 于 描述 随时 间 演 变 的 方程 ， 如 (1) 
和 (2)( 这 类 方程 统称 为 发 展 方程 ), 需要 给 出 在 初始 时 刻 的 状态 . 例如 对 于 
(2), 就 应 该 指定 初始 时 刻 ( 设 为 1 = 0 ) 的 温度 


了 |,-。 一 f(z,y,z) 》 (f 已 知 .) (6) 
对 于 (1)， 则 因为 它 是 一 个 力学 运动 ， 需要 的 是 初始 位 移 和 初始 速度 
u|,-o = fo， zi -一 万， (fo，, fi 已 知 .) (7) 


(6) 和 (7) 称 为 初始 条 件 . 

如 有 果 我 们 研究 一 个 有 界 区 域 中 的 物理 现象 , 例如 0 内 的 温度 分 布 或 静电 
易 , 或 者 一 段 弦 [0, 门 的 振动 , 则 区 域 边界 0 《在 弦 的 状况 下 是 两 个 端点 : z 
二 0, 4) 上 的 状况 将 是 十 分 重要 的 ,因为 它 反映 物体 与 周围 介质 的 相互 作用 . 
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现 以 方程 (2) 为 例 来 说 明 . 
如 果 控 制 2 上 的 温度 为 一 已 知 值 ， 则 有 
六 2 一 JCzyz) ， (rz yzZ) € 01， (f 已 知 .) (8) 


这 种 条 件 称 为 犹 利克 雷 (Dirichlet) 条 件 ， 也 称 第 一 边 值 条 件 . 

更 复杂 的 情况 是 由 健 里 叶 实 验 定律 来 反映 的 , 在 20 的 小 块 面积 dS 上 ， 
在 dt 时 间 内 流出 0 的 热量 与 小 块 面积 dS 以 及 人 与 周围 介质 在 42 上 的 温差 
成 正比 . 设 介质 温度 (x,y,z) ， (ZX,y,z) € 9 ,为 已 知 , 则 所 述 的 热量 为 
K(T 一 FydSdi , 玉 之 0 为 比例 常数 ( 称 为 外 传导 系数 ),，. 但 是 , 这 个 热量 必 
须 由 0 内 部 沿 外 法 线 方向 严 流 到 92 上. 后 者 由 前 述 的 傅 里 叶 实验 定律 ,应 


该 是 一 2Ldsdt (与 玉 相 对 ,上 也 可 称 为 内 传导 系数 )， 由 热 的 平衡 可 得 以 
下 形状 的 条 件 
=f, 4>>0. (9) 


a 


[| 弦 十 条 
9n 


f 为 已 知 , 这 种 条 件 称 为 劳 本 (Robin) 条 件 或 第 三 边 值 条 件 , 特别 是 , 天 = 
时 可 得 


a 


二 f 为 诺 依 曼 (Neumann) 条 件 或 第 二 边 值 


这 是 绝热 条 件 ， 一 般 地 , 称 2 二 


9n 
条 件 . 
如 果 我 们 研究 有 界 弦 [0, 人 ]] 的 振动 ， 则 在 其 端点 也 应 给 出 条 件 . 例如 要 


a 


求 
ul(0,t) = folt) ， ull,t) = f1(t) ， (11) 

矿 ， 方 为 已 知 的 .当然 也 可 以 有 复杂 的 条 件 , 不 过 其 物理 意义 不 其 明显 , 在 此 
略 去 . 

(8) 一 (11) 称 为 边 值 条 件 ， 当 研究 02 中 的 热传导 时 , 应 该 给 出 (8) 一 (10) 
中 之 一 ， 如果 研究 Q 中 的 静电 场 ， 当 然 也 应 给 出 一 个 边 值 条 件 例如 给 出 
(8) 一 (10) 中 之 一 , 不 过 这 时 其 物理 含义 不 同 了 . 如 果 研 究 无 界 区 域 中 的 问 
题 当 然 就 不 再 需要 边 值 条 件 . 不 过 有 时 需 对 解 在 无 穷 远 处 的 渐 近 状况 加 以 限 
制 . 这 实际 上 也 是 边 值 条 件 . 

概括 起 来 , 对 于 有 界 区 域 的 发 展 方程 ， 既 要 初始 条 件 又 要 边 值 条 件 . 这 
种 定 解 问题 称 为 初 边 值 问 题 . 

对 于 全 空间 的 发 展 方程 , 应 给 出 初始 条 件 . 这 种 定 解 问题 称 为 初 值 问题 
或 柯 西 (Cauchy) 问题 . 

对 于 方程 (5) 应 只 给 出 边 值 条 件 . 只 有 边 值 条 件 的 定 解 问题 称 为 边 值 问 
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题 . 

6. 定 解 问题 的 适 定性 ”什么 样 的 定 解 问题 是 合理 的 ? 即 是 说 ,可 以 很 
好 地 反映 物理 规律 性 ? 这 里 有 三 个 必须 要 考虑 的 问题 . 

1) 解 的 存在 性 . 

2) 解 的 唯一 性 . 

这 里 的 关键 问题 是 如 何 理解 “ 解 ” 的 意义 ， 例 如 方程 (1) 一 (5) 都 是 二 阶 
方程 ,一 个 自然 的 理解 是 : 凡 满 足 方程 的 CC? 晒 数 称 为 解 ( 以 下 C*C(0Q) 表示 在 
作 上 直到 和 阶 导 数 皆 连续 的 函数 之 空间 , Q 是 一 个 开 集 ,所 以 C (02) 中 的 函数 
在 2 的 边界 92 上 不 一 定 有 导数 ,其 至 不 一 定 有 音义. 有 时 略 去 0 而 
直 书 为 C" ). 这 种 解 称 为 古典 解 . 然而 ， 现代 的 偏 微分 方程 理论 却 不 以 古典 
解 为 最 好 的 选择 ， 因 此 ,这 两 个 问题 更 准确 的 说 法 是 . 讨论 解 在 某 个 集合 
一 盟 数 空间 一 一 中 的 存在 与 唯一 性 . 盟 数 空间 的 选择 也 就 是 一 个 适当 的 框 
染 的 选择 ， 现代 的 偏 微分 方程 理论 可 以 说 是 始 于 找到 了 一 个 合适 的 框架 一 
广义 函数 . 这 本 书 的 中 心思 想 就 是 在 这 个 框架 中 讨论 一 些 经 典 的 数学 物理 方 
程 . 

3) 解 的 稳定 性 . 定 解 问题 中 的 一 些 已 知 量 一 一 数据 ， 如 (6) 一 (10) 中 的 
了 ,都 是 由 实验 测 得 的 ， 因而 不 可 避免 地 会 有 误差 ， 如 果 数 据 的 微小 误差 会 
导致 解 的 巨大 误差 ,这 叫做 失去 稳定 性 ， 这 时 ， 很 难 用 它 来 描述 自然 现象 . 

下 面 是 阿达 马 (Hadamard) 关 于 不 稳定 性 的 著名 的 例子 . 

在 上 半 平 面 y > 0 处 讨论 拉 普 拉 斯 方程 的 柯 西 问题 . 


9” 9a” 
一 本 jy — 0, (12) 


u(xX,0) = p(x) ， uy(X,0) = yx). (13) 
令 其 解 为 w， ,如 果 对 初始 数据 加 以 微小 摄 动 , 例如 将 (13) 换 为 


Atz 


u(rX,0) 一 p(x)， uy,(X,0) = g(xz) 十 sin nz (13)’ 
(k 是 正 整数 ) 令 其 解 为 U2 ， 则 者 记 U = Ul 一 WU ， 应 有 
AU 一 0 ， U(xz,0)=0,， U,(x,0) = sin nz . 


很 容易 验证 
U(x,y) = shnysin nx 
征 写 的 解 ,， 但 只 要 冯 充 分 大 ,， 则 在 任意 狭 的 带 形 0 二 y》 研 yo 中 均 可 使 


sup U(z,y) 任 意 大 ， 所 以 上 述 问题 的 解 是 不 稳定 的 .当然 稳定 性 问题 也 应 该 
放 在 一 定 的 函数 空间 中 来 考虑 . 


a 


站 
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适 定 问题 . 本 书 将 讨论 一 些 经 典 的 适 定 问题 ， 


习 题 


1. 设 弦 的 密度 o = 2(z) 不 是 常数 ,推导 出 弦 振 动 方程. 
2. 若 在 物体 2 内 有 强度 为 f(z,y,z,t) 的 热源 , 推导 出 热传导 方程 . 
3. 若 纺 在 一 介质 中 振动 , 介质 对 它 具有 与 速度 成 正比 的 阻力 ， 弦 上 各 点 又 有 与 位 置 
成 正比 的 恢复 力 , 求 出 这 时 的 弦 振 动 方 和 在. 
4. 若 一 个 物体 的 材料 具有 以 下 性 质 : 比 热 与 热传导 系数 均 为 温度 了 的 函数 ,Z 应 满 
足 什 么 样 的 方程 ? 
5. 若 一 个 微分 算 子 L(u) 具有 以 下 性 质 ( 称 为 全 加 原理 ): 
L(cu) = cL(u), c 为 常数 ; 
7 (xl + ws) = Lu) + Llu); 
则 工 称 为 线性 偏 微分 算 子 . 证 明 本 章 中 方程 (1)，(2)， (5) 中 的 微分 算 子 都 是 线性 的 . 


6. 验证 在 极 坐标 (r,b) 之 下 拉 普 拉 斯 方程 了 各 十 了 总 一 0 具有 如 下 形式 ， 
9 du 1 9% 
|\ 7 | 7 IF" 


进而 求 出 其 径 向 对 称 解 ( 即 只 依赖 于 7 而 与 9 无 关 的 解 ). 
9 2 9 


2 2 
7. 验证 在 球 坐标 (7,0,9) 之 下 拉 普 拉 斯 方程 5 故 十 35 十 325 一 0 具有 如 下 形式 ， 
1 9/ ,9u 1 9/. 9u om 
直 革 [二 到 sin O00) + mB 0 


进而 求 出 其 径 向 对 称 解 ( 即 只 依赖 于 7 而 与 9, 9 无 关 的 解 ). 
8. 对 于 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 外 问题 


du gz gz ， ， ， 
a zi 二 十 xz 之 1， 
U(XT,yY,Z) 一 0， zx’ 十 十 二 1， 


若 不 加 限制 条 件 。lim nu(z,y,z) 一 0， 它 便 有 无 穷 多 个 解 请 写 出 其 无 穷 多 人 于 

9. 将 一 根 长 为 1， 两 端 固 定 的 弦 从 中 点 提起 , 使 中 点 离开 平衡 位 置 的 距离 为 h ,然后 
把 弦 轻 轻 放下 , 使 弦 作 自由 振动 . 试 写 出 该 振动 所 满足 的 定 解 问题 . 已 知 弦 的 线 密度 为 
2 ， 张 力 为 了 . 
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9 1. 历史 的 概述 


牛顿 和 莱 布 尼 茨 (Leibniz) 建 立 微 积 分 是 科学 史上 一 件 划 时 代 的 事 . 人 们 
应 用 它 来 描述 自然 现象 (当时 主要 是 物理 、 力 学 现象 ) 得 到 了 辉煌 的 成 就 .这 
使 得 人 们 有 这 样 一 种 信念: 一 个 函数 必然 是 或 者 应 该 是 充分 光滑 的 ,至 少 是 
除了 某 些 奇 点 外 光滑 ,使 我 们 可 以 对 它 任意 微分 或 积分 ， 从 而 得 以 多 少 顺利 
地 刻画 自然 现象 ， 得 到 种 种 绪论 . 宇宙 是 和 谐 的 ,描述 它 的 肾 数 也 不 应 该 是 
病态 的 . 但 是 后 来 的 发 展 证 明 , 微 积分 , 作为 一 种 工具 ， 基 础 并 不 那么 牢固 . 
从 19 世纪 起 , 数学 家 在 微 积 分 的 基础 上 作 了 许多 工作 , 对 过 去 认为 没有 问题 
的 数学 运算 加 上 了 许多 限制 .当然 数学 的 严格 性 和 可 靠 性 得 到 了 很 大 的 进 
步 ; 然而 ， 作 为 其 代价 ,直观 性 和 灵活 性 丧失 了 不 少 . 数学 家 找 出 了 不 少 “ 病 
态 的 例子 证 明 许 多 物理 学 家 应 用 数学 的 办 法 确 非 无 懈 可 击 . 可 是 , 物理 学 
家 除了 表示 尊敬 以 外 , 许多 时 候 却 认为 数学 家 的 “高 论 ” 其 实 无 补 于 事 .那么 ， 
为 了 刻画 自然 现象 ,函数 的 光滑 性 确实 是 一 个 先 验 地 合理 的 要 求 吗 ? 其 实物 
理学 家 自己 也 创造 了 不 少 病 态 的 东西 ,只 不 过 他 们 认为 并 非 病 态 而 已 . 例子 
之 一 是 狄 拉克 (Dirac) 为 了 量子 力学 的 需要 所 “创造 ?的 9- 函数 6(z) (其 实 英 
国 工程 师 赫 维 赛 德 (Heaviside) 已 经 引进 了 它 ),， 其 定义 如 下 : 


0(X) 一 | TT (1) 
co ， Z 一 0 
| OX)dTtT=1.; (2) 
而 且 进 一 步 “ 证 明 ” 了 ,对 任意 连续 苯 数 PCZ) 
| SCzyepCzdz 二 oO) . (3) 


但 是 这 些 要 求 是 相互 矛盾 的 . 认为 由 (1), 6C(zx) 是 “几乎 处 处 ”为 零 的 , 而 几 
乎 处 处 为 零 的 函数 之 积分 必 为 零 而 不 能 为 1, 因而 (1) 式 与 (2) 式 予 盾 (没有 学 
过 勒 贝 格 (Lebesgue) 积 分 的 读者 ,不 妨 暂时 承认 这 有 段 话 ， 其 实物 理学 家 也 没 
有 一 定 说 (2) 式 和 (3) 式 的 积分 是 勒 贝 格 积分 ). 但 是 SCz) 确 是 一 个 物理 含义 
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十 分 清楚 的 “函数 ”: 设 在 z 轴 上 有 一 个 质量 为 1 的 质点 放 在 原点 ， 其 他 位 置 
上 则 没有 质量 . 这 个 很 常见 的 质量 分 布 之 密度 函数 即 SCz) . (1) 式 表示 质量 
集中 于 xz = 二 0 处，(2) 式 表示 总 质量 为 1. 
如 果 记 6(x) 的 不 定 积 分 为 囊 (z7) ， 则 
: ] ， 上 之 0， 
H(t) = | 0(X)dzx = | (4) 
~ 0 ， t= 0， 
它 也 是 首先 由 赫 维 赛 德 提 出 的 . 它 在 电工 学 上 很 有 用 处 : 设 在 电路 上 有 一 个 
断 开 的 开关 ,而 在 上 一 0 时 将 开关 闭合 使 电路 中 有 电流 为 1, 描述 这 个 电流 变 
化 的 函数 就 是 赫 维 赛 德 函 数 仿 (:). 这 个 间断 函数 的 “ 微 商 ”就 是 6 图 数 . 
如 果 更 系统 地 讨论 偏 微分 方程 ， 则 更 易 发 现 人 们 必须 突破 光滑 函数 的 薄 
篱 . 下 面 讲 一 下 弱 振 动 方程 的 达 朗 贝尔 (D?'Alembert) 解 法 . 对 弦 振 动 方程 


19 9 和 
pr (5) 
作 变 量 代 换 
< 一 过 一 ai ，7 一 工 十 at ， 
则 (5) 化 为 
9 zx a9{au 


双方 对 积分 (这 时 7 视 为 常数 ) 有 及 一 5(7)， 再 对 ?积分 (# 视 为 常数 ) 有 “ 通 
解 ?x 二 F(€) 十 C(C7) 或 
U(Xst) 一 下 (rz 一 ai) 十 CC 十 ct) ， (6) 

F,G 是 任意 可 微 函 数 . 

我 们 现在 只 看 (x 一 at) 一 项 . 当 x 一 at = xo( 常 数 ) 时 F(x 一 at) = 
(xo)( 和 常数). 

在 (zx,t) 平面 ( 称 为 相 空间 ) 上 , x 一 at = zo 是 一 族 直 线 ( 称 为 特征 线 ， 
工 十 at 二 zo 是 另 一 族 特征 线 ). 沿 这 一 族 的 每 一 条 特征 线 , F(x 一 at) 取 常 
数值 F(x。), 相 空间 (zx,t) 并 不 是 真正 的 物理 空间 . 对 于 弱 而 言 ， 物 理 空 间 是 
直线 工 轴 , 上 是 时 间 , 相 空 间 是 一 个 平面 而 不 只 用 一 个 空间 的 轴 来 表示 . 在 物 
理 空间 中 , F(z 一 at) 沿 x 一 at 二 zo 取 常 数值 是 什么 意思 呢 ? 设 (zi 注 ) 适合 
zat 二 x 二 x 一 a*0, F(z 一 at) 二 (zo 一 a*0) 表示 : 当时 刻 t = 二 
0 发 生 于 zo 处 的 “扰动 ?F(zxo)， 当 t= 二 时 又 重 现 于 二 Xi 处 ! 或 者 说 ,这 一 
扰动 沿 弦 (z 轴 ) 由 zo 向 zi 传播 . 可 以 算出 传播 的 速度 . 因为 

Z] 一 Qi 一 To 一 0。0， 故 (zi 一 Zoo)/ (一 0) 一 Q ， 

所 以 这 个 扰动 以 固定 的 速度 a 传播 . 扰动 的 传播 称 为 波 , 所 以 下 (zx 一 at) 表示 
以 速度 a( 向 右 ) 传播 的 波 一 一 正 波 . 同 理 G(z 十 at) 表示 以 速度 一 &( 问 左 ) 
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2 一 1 
传播 的 波 一 一 反 波 . 
[=0 {=i 
X0 X] 
2 一 2 


以 上 的 讨论 完全 没有 涉及 下 和 G 的 光滑 性 .为 求 “古典 解 2( 见 第 一 章 )， 
应 该 设 玉 ,CE C?, 但 是 即 令 下 ,G 只 是 连续 函数 ,F(z 一 at) 等 仍然 表示 波 ， 
因此 , 仍然 应 该 认为 是 方程 (5) 之 解 . 物理 学 要 求 我 们 突破 古典 解 的 概念 1 

上 面 我 们 只 把 关于 波 的 讨论 作为 必须 突破 古典 解 概念 的 例证 . 其实 这 个 
讨论 本 身 已 是 十 分 重要 的 . 这 种 方法 称 为 特征 线 法 ,是 偏 微分 方程 的 基本 方 
法 之 一 . 我 们 把 它 继 续 讲 下 去 . 设 要 求 方程 (5) 的 柯 西 问题 

u(rz,0) = f(x),， u(r,0) = fi(z) (7) 
之 解 . 以 (6) 代 入 (7) 有 
F(z) 十 CCZ) = f(z),， 


一 F(z) 二 + G'(z) = fi(z) . 
将 后 式 积分 有 G(x) 一 F(x) = 一 | far 十 c， 从 而 


G(z)= 地 fo(z) 十 之 | fdr+ S$, 


F(zr)= f(z) 一 元 | far 一 5 。 
代入 (6) 即 得 达 朗 贝尔 解 


工 十 dt 
uzst) = [fz +at) + folz— at)] 二 + 由 


7 fi (tT)dr. (8) 
Ud Jz 一 at 
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这 是 偏 微 分 方程 中 可 以 由 “ 通 解 ” 求 得 “ 特 解 ”的 少 有 的 (可 异 1) 例 子 之 一 . 一 
般 讲 ， 若 通过 自 变量 变换 及 未 知 函数 代 换 能 把 方程 化 为 (5) 的 形式 ， 则 可 求 
得 其 通 解 . 

现在 回 到 主题 : 怎样 突破 古典 解 的 局 限 呢 ? 我 们 还 是 从 物理 上 找 局 示 . 

大 约 在 19 世纪 30 年 代 , 力学 的 基本 原理 被 归结 为 一 个 变 分 原理 . 哈密 
顿 (Hamilton) 提 出 了 最 小 作用 原理 , 其 内 容 大 体 如 下 : 任 一 质点 组 ( 弦 当 然 
也 是 质点 组 ) 的 真实 的 运动 必定 是 在 一 切 可 能 的 运动 中 使 作用 量 山 达到 最 小 
值 的 . 现 用 这 个 原理 来 讨论 两 端 固 定 的 弦 [0,/] 的 运动 . 这 时 ， 一 切 可 能 的 
运动 将 由 “一 切 可 能 ”的 函数 x(z,i) 来 表示 ， 不 过 

u(0,t) 二 w(t) 二 0. 【两 端 固 定 .) 

它 的 作用 量 是 


7 = ja | [ex 一 Tzx jcz ， 
如 果 w(xz,t) 是 “真实 ?的 运动 , 即 它 使 了 达到 最 小 值 , 今 取 任 一 个 C” 郴 


数 p(T,t) ， 使 它 在 区 域 [to,ti] X 10, 7] 的 外 部 及 其 边界 附近 恒 为 0( 这 种 孙 
数 称 为 CY 函数 ， 其 确切 定义 见 下 节 )， 则 对 一 个 参数 4 ， 


1(4) = 六 ja | [ec 十 和 9) 一 了 (zx 十 49.)’ jarz 
当 4 = 二 0 时 达到 最 小 ,因而 应 有 了 7(0) 天 0. 但 是 
7 (0) = ja | [oua -Tum]az . 
用 分 部 积分 , 注意 到 g(x,to) = Pz,t1) = 二 0, FH0,t) 一 Yi 一 0， 有 
7 (0) = a | 一 puxn)p dr =0. 
由 于 8 是 任意 的 , 故 有 Tvw-- 一 px 一 0， 此 即 弦 振动 方程 (这 一 点 作为 一 个 习 
题 ), 这 个 方程 即 为 作用 量 ( 通 常 为 泛 函 ) 取 极 小 的 必要 条 件 ( 通 党 为 Euler 方 
程 ). 


但 是 上 面 的 作法 有 一 基本 的 假设 , 即 x € C?. 如 果 不 是 这 样 ,而 例如 只 
有 ww EC , 则 可 进行 男 一 种 分 部 积分 而 有 


1 (0) = | 2 | u(To9., — pp)dIt =0. (9) 


在 (9) 式 中 , 甚至 x 的 一 阶 微 商 也 没有 出 现 ! 所 有 的 微分 运算 都 移 到 了 很 
光滑 的 函数 上 面 . 我 们 不 妨 认为 ,， 如果 是 一 个 可 积 函 数 , 而 且 对 任意 Co 


即 动能 位 能 之 差 对 时 间 的 积分 .这 个 名 词 是 汤姆 还 (Thompson) 和 泰 特 (Tait) 开 始 使 
。 详 法 方面 的 书 . 
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明 数 9p 都 使 (9) 式 成 立 , 中 则 认为 u 是 弦 振 动 方程 的 “广义 解 ” 一 一 弱 解 . 

这 个 作法 蕴 售 了 一 些 深 刻 的 思想 . 首先 ， 它 不 是 考虑 函数 在 某 一 点 的 
值 ,而 是 考虑 它 在 CY (作为 一 个 函数 空间 ) 上 的 “作用 ”. 例如 一 个 局 部 可 积 
\ 即 在 任何 紧 集 上 可 积 ) 函 数 了 可 以 这 样 “ 作 用 ”在 CY 上 


(f ,9) = |fpaz ,gE ce. (10) 


(10) 式 定义 了 Ce 上 的 一 个 线性 泛 函 . 某 一 线性 空间 上 的 泛 函 ， 即 是 一 种 对 
应 关系 : 使 对 该 空间 的 任 一 9 (在 我 们 的 例子 中 , 该 空间 是 C> , 故 PE CY) 
对 应 于 一 实数 (有 时 是 复数 ， 即 复 泛 函 ), 记 作 L(g) . 线性 泛 函 即 适合 L(cip 
十 C8) 一 cL(9) 十 czL() 的 泛 函 .所 以 (10) 是 一 个 线性 泛 函 ， 即 是 说 , 一 
个 函数 可 以 生成 一 个 泛 函 . 这 “ 泛 函 ”( 仍 记 作 f ) 我 们 说 它 是 对 偶 于 CY 的 . 
其 次 原来 应 施 于 f 上 的 微分 运算 现在 对 偶 地 移 到 了 C> 上 . 20 世纪 30 年 代 苏 
联 数学 家 索 伯 列 夫 (Co6oreB ， Sobolev) 提 出 广义 解 时 的 基本 思想 就 是 这 样 (他 


不 是 用 这 个 例子 ). 
这 个 概念 可 以 推广 到 一 般 的 C” 系数 的 线性 mx 阶 偏 微 分 方程 
Pu 一 人 >， as.(Z)a“z = f(r). (11) 
lal<m 
其 中 , 我 们 引用 了 著名 的 重 指 标记 号 ; a = ( ,…,a,),a E Z， , 即 @ 为 非 负 整 数 ,2°== 
9 "1 9“ 


A EC” |a| 一 am 十 … 十 为 重 指标 a 的 “长 度 ”， 车 为 (11) 的 古典 
解 ， 则 对 任意 PE C> ， 有 
(f , P= | rzecz)az = | eawczaz 


一 = | > ，a。 (Z)9“z0D dz 


la| 志 m 


= | 人 >， (一 (ae(T) pT) dr 


Ia| 志 mm 


A |“Ppdz 
= (u ,Po9). 
这 样 , 把 对 未 知 函 数 x 的 微分 转移 到 CY 函数 pp 上, 'P 称 为 偏 微 分 算 子 P 的 转 置 算 子 , 它 
把 CF 映射 到 CF , 方程 (11) 的 广义 解 是 指 存在 CF 上 的 一 个 泛 函 xu， 使 得 
(u , ‘Py) = (f , 9) ， V pE Cy， 
其 中 为 CY 上 的 一 已 知 泛 函 . 显然 ,古典 解 必 为 广义 解 . 以 上 
(网 一 (~— 1)19°(a() (7)). 


lol<m 
'P 的 定义 详 见 本 章 (31) 式 . 
由 此 到 广义 函数 只 需要 再 向 前 进一步 .既然 一 个 “普通 的 ”函数 可 以 通过 
(10) 式 生成 一 个 线性 泛 函 , 何不 认为 CY 上 的 一 个 线性 泛 函 就 是 一 个 “广义 
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的 ”函数 ? 如 果 采 用 这 样 的 观点 ， 则 6(zx) 确实 是 一 个 广义 函数 : 它 使 任 一 个 
pE CF 对 应 于 9 在 0 点 的 值 : 记 为 
(‘0 ,9)= 7(0),， 
此 即 (3) 式 . 不 难 验 证 它 是 线性 沁 孙 : 
(© , ci9 二 co)= (ci9 十 cp) (0) 
= C1(©0 ,9)++ cl0 ,po). 

所 以 广义 函数 本 质地 扩大 了 函数 的 范围 . 

其 实 , 一 个 “普通 的 ”函数 通过 (10) 式 生成 的 线性 泛 函 还 自然 包含 了 关于 
9 EC? 的 某 种 连续 性 ， 所 以 , 广义 函数 应 为 Ce 上 的 一 个 连续 线性 泛 孙 , 为 
了 说 明 连 续 性 ,还 必需 对 CF 赋 以 拓扑 , 下 一 节 我 们 将 作出 这 点 . 

1950 年 左右 , 法 国 数学 家 施 瓦 效 (Schwartz)b 提 出 广义 函数 论 的 基本 思 
想 如 上 . 这 里 的 核心 是 对 偶 的 概念 ， 它 其 实 只 是 抽象 形式 的 分 部 积分 理论 . 

从 上 面 的 概述 可 见 , 一 条 基本 的 线索 是 探寻 怎样 能 更 好 地 反映 自然 规 
律 ,而 必要 时 要 以 适当 方式 打破 某 些 已 有 的 限制 . 所 以 ,广义 函数 论 尽管 看 
来 抽象 ,实际 上 不 但 在 数学 上 而 且 在 物理 上 都 有 着 深厚 的 基础 . 


习 题 
1. 求解 下 列 定 解 问题 : 
2 一 Q22 一 0 ， 
,| 
2 |- -0o0—= PT) 9 2 | -ao=o 一 儿 (Z) ， 9(0)=y(0). 
zl 一 C20 一 0 ， 
| 
z|,-o 一 PC(ZC) ， zt|。， sof) ， 9(0)=y(0). 


yuyy— Turz=0,， 
2&|>-1 一 PCZ) ， zy|，=1 一 多 CZ) . 


| 和 TX za 一 Sin2z yy 一 Sin Z WU 一 0 ， 


@ | 


(4) 
u |y=sinz = Ho CT) » wy [y=sinz = (x) . 
2. 证 明 方程 


2 一 寺 " 关 -#1 一 划 ' 并 
的 一 般 解 可 写 为 


wu(T,t) 一 [F(z 一 at) 二 G(r 二 at)j]， 


@ 另 一 个 著名 的 数学 家 Schwarz 是 德国 人 . 但 其 汉语 音译 为 施 瓦 蒋 , 有 时 也 有 人 写作 施 瓦 兹 . 
为 避免 混淆 ， 他 们 二 人 的 名 字 均 用 原文 ,著名 的 Schwarz 不 等 式 是 


| vela<1(| pazj (ear 
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并 由 此 求解 它 的 初 值 问 题 
ul,o= Pz) ,wlio = yr). 
3. 求 方程 ww 二 a? (wzs 十 wyy 十 wc) 形 如 zx = f(r,z) 的 解 ( 称 为 球 对 称 解 ), 其 中 + = 


4 设 VCs) E C1CD)， 且 7|wm 二 0，, 其 中 双 为 避 之 边界 , 车 f 在 人 2 中 连续 , 且 对 所 
有 上 述 7(z,y) 有 


|| fos, ydrdy 一 0 ， 


则 /在 2 中 恒 为 零 . 
5. 设 0Q2CR? 为 有 界 开 区 域 , 92 为 之 边界 ,ulz,y), zzyy) 为 在 马上 已 知 的 可 微 
晒 数 ,， 求 极 值 问题 


J 一 | [wv, 一 本 (om — uv,) jzZzdy = min 
A 


的 必要 条 件 (Euler 方程 组 ). 
6. 用 达 朗 贝尔 公式 写 出 初 值 问题 
Un 一 aUzz, 一 ce 所 工 挟 十 ce yt 盖 0， 
人 ， 2 -oo 一 0， 一 co 二 工 二 十 ce 


的 解 ,并 考察 初 值 在 t = 0 的 不 可 微 性 随时 间 上 的 传播 . 
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1. 基本 定义 和 例子 上 文 我 们 已 经 提 到 , 广义 函数 应 该 定义 为 某 个 函 
数 空间 上 的 线性 泛 函 . 这 个 函数 空间 ( 称 为 基本 空间 ) 中 的 元 应 该 是 充分 光滑 
的 从 上 面 关 于 变 分 法 的 讨论 来 看 , 我 们 第 一 个 考虑 的 空间 是 CY (0), 0 C 
R" 是 一 个 开 集 . 我 们 给 出 一 个 定义 . 

定义 2.2.1. 使 一 函数 f(x) 之 值 不 为 0 之 点 的 集合 之 闭 包 称 为 函数 
f(X) 的 支 集 , 记 作 supp， 即 有 

suppf = {rx € Q; f(r) #0}. (12) 

Co (02) 即 具 有 紧 支 集 ( 即 支 集 为 紧 集 中) 于 0 内 的 光滑 函数 (以 下 如 无 特 
别 声明 ,“ 光 滑 ” 恒 指 “ 任 意 阶 可 微 ”) 的 空间 . 以 下 我 们 需要 这 些 线性 泛 函 具 
有 连续 性 , 为 此 需要 在 CY(Q) 中 定义 一 种 收敛 性 ， 即 定义 一 个 序列 {9 (x)) 
CCo(02) 在 Cr (02) 中 趋 于 0 的 意义 .于 是 我 们 给 出 


区 多 涉及 有 界 闭 集 的 定理 都 是 讲 的 紧 集 . 我 们 以 后 就 常用 紧 


酒 隔 
还 
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定义 2.2.2. 函数 序列 (42(Cz)} CCeGC2) 在 CC0) 中 趋 于 0 即 指 : 
(i) 存在 一 个 紧 集 天 所 人 使 对 一 切 网 (CZ) 
supphCK; 
(ii) (Xx) 之 任意 固定 阶 微 商 之 序列 看 对 工 一 致 收 伊 于 0( 不 要 求 对 于 微 
商 的 阶 数 具有 一 致 性 ). 
首先 应 该 回答 的 问题 是 : Cf (2) 函数 是 否 存 在 ? 这 里 最 常见 的 一 个 函数 
是 由 
f(t) = expt— 1/2) ， 全 (13) 
0 ， 上 < 0 


生成 的 . 在 数学 分 析 中 我 们 熟知 f(t) 在 R 上 (包括 在 t= 0 处 ) 具 有 任意 阶 连 
续 微 商 , 而且 f*(0) = 0 (一 切 ). 设 工 一 (zz) ER",|zx| = 2 7， 


则 利用 (13) 式 可 以 构造 出 
PCZ) 一 j (1 一 | zz ) | 
Jexp(1/(|z|? — 1)), Iz|=1,， 


(14) 
0， 上 z| 之 1 


它 也 是 CF (R") 函数 , 其 支 集 是 球 心 在 原点 的 闭 单位 球体 . 同样 , 对 任意 正常 
数 7，9L(z 一 zo)/r) E Co (R") ,其 支 集 是 以 ze 为 心 ， 以 -为 半径 的 财 球体 . 
下 面 我 们 将 会 看 到 , C? (02) 函数 是 很 丰富 的 . 

定义 2.2.3. CrY(f) 赋 以 上 述 收敛 性 以 后 称 为 2I00) 空间， 上述 的 趋 
于 0 时 常 称 为 “在 多 中 趋 于 0”. 

2I(0) 是 最 常见 的 基本 空间 ， 它 的 元 素 常 称 为 试验 函数 . 

2. 函数 的 磨 光 化 ”C3 函数 不 仅 是 广义 函数 论 的 基础 ， 其 本 身 在 数学 分 
析 中 也 是 极 重要 的 . 下 面 讲 的 第 一 个 应 用 是 如 何 构 造 Co 函数 来 再 近 任意 连 
续 函 数 . 为 此 , 我 们 先 引 进 一 些 常见 的 记号 . zx 一 (zi，…，zZn) 代表 及 " 中 一 
点 , 2 二 (2,，…， 3.)， DD 一 二 9.， 其 中 i 为 虚数 单位 ,a 二 (a1,…, 0,), a € 
Z+ ( 非 负 整 数 集 )， 为 一 个 冯 维 重 指标 ; 记 al = 二 ail***a,!l ,ZX == X11'"*Thm; 9z 一 
9 了 aa gz aa 之 有 表示 ww 之 有 一 1 ,nn;Q 十 P= (a 十 Bl,，…, 0, 十 Pp,). 
这 些 记号 始 自 Schwartz， 故 称 为 Schwartz 记号 . 

设 f(z), g(x), 工 EE R" ， 皆 为 及 "中 的 连续 函数 ， 又 设 其 中 至 少 一 个 ( 例 
如 f(z) ) 具 有 紧 支 集 ， 我 们 称 


h(x) = |f Wel — dr (15) 


为 其 卷 积 , 记 作 (J x g) (zx) . 因为 上 式 中 的 积分 实际 上 是 在 一 个 紧 集 supp 7 
上 进行 , 所 以 积分 的 存在 是 可 保证 的 . 如 果 作 变换 + HF> zx 一 + , 则 又 有 
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jz) = jgcoycz _ rdr. (15)’ 


即 是 说 , 卷 积 是 可 交换 的 : fx g 二 g x f. 卷 积 是 一 个 极 重要 的 概念 , 在 下 一 
章 中 我 们 将 用 物理 中 的 例子 说 明 它 在 物理 中 的 重要 性 . 现在 我 们 只 提出 : 由 
(15) 式 ,(f x g)(zx) 实际 上 是 g(x) 在 平移 r( 成 为 g(z 一 rz) ) 后 , 按 其 平移 量 
rt 加权 (f(r)qdr) 求 和 (积分 ), 因此 , 它 应 该 保有 g(x) 的 许多 性 质 , 例如 可 微 
性 . 同样 ,由 (15'), fx g 也 应 保有 f(x) 的 许多 性 质 . 

现在 取 g(x) 为 Cr CR?) 函数 ,并 设 supp g 位 于 以 原点 OE R’ 为 心 , 1 为 
半径 的 球 内 (例如 (14) 中 的 g(x) ) 而 且 


C 一 jsce?az 和 0 ， 


于 是 作 gz) 一 二 8| 于 | ,我 们 有 


y 
€ 


ry 


|sczaz =- 上 上 | | dz 一 工 [gear _1. 
以 9.(X) 为 " 核 ? 按 (14) 式 作 其 与 连续 函数 f(zx) 的 卷 积 
f.(x) = |f (Dacz — pdr = (J x) . (16) 
f.(z) 称 为 f(z) 的 订 光 化 (或 正则 化 、 规则 化， 以 下 将 要 混用 而 不 加 区 别 ). 
J 称 为 磨 光 算 子 , 称 为 磨 光 核 ((14) 中 的 gCz) 就 是 一 个 常见 的 磨 光 核 ,但 
决 非 唯 一 的 . 在 许多 数学 问题 中 ,如 何 构造 出 具有 特定 性 质 的 磨 光 核 常 是 解 


决 问题 的 关键 性 的 步骤 ). 
定理 2.2.4. 如 果 j 卫 EC (CR") ， 则 在 任 一 紧 集 玉 上 一 致 地 有 


lim9*f.(x) = 9°f(x) , |al 委 有 .， . (17) 
如 果 进 一 步 设 ECLCR") 则 
supp feC {xz; dist(zysupp /) 委 e) . (18) 


这 里 dist(zx ,supp 门 ) 一 nf ,| 区 一 > | 为 工 到 supp 的 距离 . 


证 ” 先 证 (18) 式 . 设 取 一 点 工 到 supp j 的 距离 大 于 s ， 则 因 (16) 式 中 的 
积分 实际 上 是 在 以 z 为 心 , s 为 半径 的 球 上 进行 , 在 此 球 内 rz) = 0 ,从 而 
f.(x) = 二 0. 故 (18) 式 得 证 . 又 由 积分 号 下 求 微 商 和 分 部 积分 : 


9 f(z)= |f (Wasp _ Ddr=(— Di| FoDasmdz — Dadr 


一 jasromcz 一 z) ar . 
这 里 没有 积分 号 外 的 项 , 这 是 因为 , 若 限定 工 位 于 某 点 附近 , 则 gz 一 r) 当 
|z| 充分 大 时 必 为 0. 
又 因 
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|mcz 一 Tdr = |acr) dr 一 1， 
所 以 
af 7) = |9sf (nr — 7) dr, 
因此 
af — af oN= ||[asro — 3:f (01RD dr 


< sup asf — 39:0) || |gle — Dldr 


= sup_ asf(r) — 9sf(2)| | lg ar, 
当 zE 天 时 , 因 |z 一 z|<ey,zrE 天 .一 (Zi dist(z,K)e)}, 由 f EC (R") 
知 乙 "7 在 天 .一 致 连续 ,， 故 当 e 一 0 时 上 式 一 致 趋 于 0. 
如 果 还 有 pz) 宇 0 (例如 取 (14) 中 的 9 作 磨 光 核 )， 则 上 式 中 的 
| mc ldr = | dr 一 上. 证 毕 . 


这 个 定理 中 对 磨 光 核 PE CCR") 的 条 件 可 大 大 放宽 ， 实 际 上 只 要 保证 
微分 后 的 卷 积 积分 收敛 . 例如 可 取 PE 2(R?) (其 定义 见 第 四 章 )， 和 定理 绪论 
仍然 成 立 . 另外 , 这 个 定理 还 可 以 大 大 地 推广 . 例如 假设 (zx) 仅 为 可 积 ， 记 


作 FCz) EL 注意 |flln = | re az) ， 或 者 请 宕 可 积 ， 记 作 FCz) € L*( 注 


意 | jl = (| cey1*azj “) ,我 们 有 
limll 大 一 Ja 一 0 即 f.>f 于 书 ， 

或 limlf. — fl = 0 即 f. 一 f+ 于 7 
这 就 是 说 , 我 们 可 以 在 某 种 给 定 度量 的 意义 下 用 充分 光滑 (例如 Ce ) 的 函数 
列 去 逼近 仅仅 p 宕 可 积 的 函数 , 这 时 对 磨 光 核 的 要 求 是 它 的 直到 阶 微 商都 
属于 L1 , 这 一 些 我 们 均 不 再 证 明 . 

下 面 我 们 给 出 本 定理 的 一 个 有 趣 的 应 用 , 其 结果 是 非常 有 用 的 . 设 有 区 
域 Q; 含 于 02,, 而 而 为 紧 , 且 豆 CO,(0, 表 示 0; 的 内 域 ， 即 不 包含 边界 点 )， 


这 种 情况 我 们 记 作 0 CC 02,. 
定理 2.2.5. 如 果 0 CC 02,, 则 存在 CFY(R") 函数 VCZ) 之 0， 使 得 


] ， rE; 
2(CZ) = 


. 0， y EE (2,. 
证 为 此 , 由 于 02, 的 边界 302, 到 (2 的 距离 
d = inf [PP;| 二 0， 
PEN ,P,EM, 
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记 d 二 37r ,以 及 人 2 二 (zx; dist(zx,02) 忒 rr} ,并 作 
其 特征 函数 X(T) : 


] ， Z CO 
Xr) = (19) 
0, XE (2, 


再 以 VCz) 为 磨 光 核 作 XC(x) 的 磨 光 化 ， 
pz) = (Gx X) Cz) = | xDwcz — r)dr,(20) 


2(Z) 即 适 合 所 求 . 事实 上 ， 利 用 积分 号 下 求 微 商 立 
刻 可 知 q(x) E C” . 同时 ,由 于 积分 (20) 实 际 上 是 


在 supp 上 ， 即 在 以 工 为 心 ,r 为 半径 的 球 上 进行 ， 图 2 一 3 
而 当 工 在 02 内 时 , 这 球 全 在 (27 内 ,从 而 X(x) 三 1 而 (19) 式 成 为 
zz) 一 | dl, zen 


当 工 在 02; 以 外 时 , 工 到 027 的 距离 不 小 于 2r ， 从 而 此 球 全 在 (2 之 外 ,因此 
X(X) 三 0; 从 而 


Fz) = |0. g(r) dz = 0， Z CE 人， 


(实际 上 ， 当 工 在 2 以 外 时 即 有 p(x) 圭 0) ,所 以 PCz) E CY(R"). 这 样 作 出 
的 PCZ) 称 为 一 个 截断 函数 , 它 是 数学 分 析 中 的 重要 工具 . 

负数 的 磨 光 化 是 数学 分 析 的 一 个 重要 技巧 , 它 允 许 我 们 在 处 理 不 光滑 的 
区 数 时 ,常常 可 以 用 光滑 函数 去 代替 它 . 

3， 单位 分 解 ” 这 是 整个 数学 中 都 很 重要 的 概念 . 它 的 作用 是 把 一 个 整 
体 的 问题 化 为 许多 局 部 问题 . 设 ACR", O= {U})ie! 是 一 族 开 集 , 其 中 I 是 
指标 集 . 而 且 4AC UU。 这 样 的 开 集 族 称 为 4 的 一 个 开 覆 盖 . 于 是 我 们 可 以 
证 明 : 

定理 2. 2. 6. 对 于 A 的 任意 开 履 盖 ， 必 存在 一 组 Ce (R") 函数 族 二 
‘(TX)}, 使 

oa; 

(11) 任 一 点 XE A 均 有 一 个 邻 域 V 使 得 只 有 有 限 多 个 (x) 在 V 上 不 为 0， 亦 
即 只 有 有 限 多 个 supp R(xz) 与 V 之 交 非 空 . 这 个 性 质 说 成 是 {supp g(x)) 为 
局 部 有 限 的 ; 

(iii) 2jR(z) 一 1. 因为 每 一 点 工 只 落 在 有 限 多 个 supp g(x) 之 中 ， 所 以 


上 述 的 和 在 每 一 点 工 上 实际 上 是 有 限 和 而 不 会 发 生 收 化 性 问题 ; 
(iv) 对 任意 cET，HCZz) 的 支 集 必 位 于 Lo。 中 . 


RN HR ie La de La em 。 
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位 分 解 ). 

证 证 明 分 几 个 步骤 . 

(i) 设 4 为 紧 集 ， 则 由 有 限 覆 盖 定 理 可 以 选 出 有 限 多 个 开 集 U1, …,， Uw 
覆盖 4. 现在 要 作出 有 限 多 个 开 集 D1,，…，Dw， 使 得 D;CCU;, i 二 1,…， 
N, 且 它 们 仍然 覆盖 4. 其 作法 如 下 :如 果 和 N= 二 1, 则 有 Ui 了 4A, 令 0 一 dist(4， 
QU), 其 中 0 为 的 余 集 , 则 56>0, 取 DD 一生 为 4 的 5 邻 域 , D1 即 为 所 
求 . 如 果 N>1l, 记 41 二 A\N(UzU…UUw)，, 它 为 紧 集 , 于 是 按照 上 面 的 办 法 
可 构造 Di， 使 得 D1:CCUi, 且 它 覆盖 4 及 {Di, Us，…Uwi 敌 盖 4， 归 纳 地 
作 下 去 , 设 已 作出 Di，…，Dx， 使 得 D;CCU;, i 二 1, …,k, (D1, *……,，D,， 
Uiri, …， UVxi 覆 盖 4， 记 Ai+i=A\(DiU*…… UD UU UU UUN), 它 为 紧 
集 ， 于 是 按照 上 面 的 办 法 可 构造 Diri， 使 得 Diri1CCUnni， 且 《Di，…， 
Ditri, Uirs， “"", Uw} 和 履 盖 A. 

因为 DCCU, i 二 1,，…，N, 由 定理 2. 2. 5 即 可 作出 jE€Co (UV;) 且 
Ji(ZX) 宇 0 及 在 D; 上 为 正 , 因为 ACUD,, 所 以 


Splz)>0, xzE€EA, 


还 有 supp 欠 Csupp 》)(z), 于 是 可 令 (x) 一 gC)/ (2) ,a=1,…， 
N; 当 ax 天 1， ”””》 和 N 时， 令 wz) 三 0， 则 {mCz)}CaE7T) 即 为 所 求 从 属于 CO 的 
单位 分 解 . 

Cii) 设 4 不 为 紧 集 , 令 A 二 {x; xEA,|z| 志 i, dist(z;94) 实 十), 则 有 4 


蕴 为 紧 集 且 满足 条 件 ，4;C 4 ,+ 及 4 二 UAi( 我 们 称 满足 上 述 条 件 的 一 串 紧 
集 Ai，, ”9 人 4， … 为 紧 包 含 地 上 升 穷 竟 于 A). 这 时 ， 令 CA = 《77。 
na AND)，vceT)， 而 且 ; 过 2 时 认为 4 一人. 于 是 C 是 紧 集 B== 
4N\4，;(4,= 人 ) 的 开 覆 盖 . 作 Bi 的 从 属于 C 的 单位 分 解 8 二 {4H?}cer. 对 
于 任 一 ZC4， 必 有 一 个 : 使 ZE 忆 ， 但 ZE 万)， ] 之 i 十 2， 所 以 对 于 0; 中 的 7’, 
有 AH? (zr)=0, 从 而 
oz) = 2 H(z) 
在 任 一 点 xz 附近 名 为 有限 和 ， 从 而 oC(z) 有 意义 . 今 定义 9&(z) 一 >》 ?x)/o(z)， 


{p(T)}CaE7) 即 为 所 求 的 单位 分 解 . 
4. 博 需 尔 定理 C” 函 数 和 解析 函数 有 本 质 的 区 别 . 我 们 说 f(z) 是 工 在 zo 附近 的 解 
析 函 数 ， 即 指 在 zo 附近 f(x) 的 泰勒 (Taylor) 级 数 收 钙 于 f(x): 
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CC 


一 (n) 
f= De, |e lr. 
2 一 0 


但 是 C~ 函数 的 泰勒 级 数 不 一 定 收敛 于 它 . 最 著名 的 例子 就 是 
exp(— 1/z2) ， 工 关 0， 


7 — | 
0 ， 区 二 0. 


- 
因为 我 们 有 /C0) 一 0， 一 0， 1，…， 所 以 它 的 泰勒 级 数 > 人 0) - 六 0 一 0 


， oo f™ (zo) 
而 个 收 伍 于 f(x). 所 以 , 关于 C" 函 数 f(z) 的 泰勒 级 数 ， 只 能 写 为 f(x) ~ > 一 
2 (n) 

“(x 一 Zo)”, 而 不 能 一 般 写 为 /(z) 二 了) 六 -cz (x x,y", 但 是 我 们 有 以 下 著名 的 定理 ， 

定理 2. 2. 7. ( 博 雷 尔 (Borel) 定 理 ) 设 玉 CRn 为 一 紧 集 ，7CR 是 包含 (一 e,e) 的 紧 区 
间 ,，f,(X)ECF(K), n 二 0, 1，…， 是 任意 已 给 的 通 数 ， 这 时 必 存 在 函数 f(z,t) EC (KX7) 
以 之 ， Pe 为 泰勒 级 数 . 

证 任 取 函数 g(1)ECY(1) 而 且 在 :一 0 附近 g() 三 1 我 们 取 一 串 适当 的 e; vy 0 并 令 
gn(T,t) = g(t/e,) 一 Cn 


可 以 使 得 对 任意 重 指 标 a= (a,,a) 有 
la°g (zt)| <2" lal<n—1. 
事实 上 ,因为 |3%g(z) | 过 M,, 从 而 有 
[ag, (r,t) | = a [al 二 | 加 9zf, (rT)er/n! 
Cone? 
因为 a<n 一 1, 故 适当 取 6, 后 可 使 上 式 二 2-"， 因 此 


之 /5 "(Tt) 一 > £0 (4)e)r (21) 


收敛 , 记 其 和 为 f(x,z)， 易 见 f( Cz) EC KXDE 
f,C7T) ， 
f (x,t) 人 > nl t. 


证 毕 . 

这 个 定理 告诉 我 们 , 一 般 的 C 函数 的 泰勒 级 数 只 是 形式 级 数 . 但 我 们 可 以 用 级 数 
(21) 代 替 它 , 而 多 少 起 到 泰勒 级 数 的 作用 . 在 广义 函数 出 现 以 前 , 在 解析 函数 范畴 中 的 偏 
微分 方程 理论 已 经 解决 了 最 基本 的 存在 问题 . 三 义 函 数论 以 后 的 线性 偏 微分 方程 理论 可 
以 说 是 C" 理论 . 这 时 , 我 们 丧 失 了 泰勒 级 数 这 个 有 力 的 工具 , 但 博 雷 尔 定理 可 以 在 一 定 


程度 上 给 以 补 是 。 当然, 以 》) 全 2p 为 形式 泰勒 级 数 的 f(z,t) 不 是 唯一 的 
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习 题 


1. 设 f(x) 在 [a,6j 上 连续 ， 而 且 对 任意 9E Cr ((a,b)) 错 有 | Fewcz)az 二 0 ,证 明 
f(x) 三 0( 杜 ` 波 阿 . 雷 蒙 (du Bois-Reymond) 引 理 ). 

2. 设 P(z,D) 是 一 个 C” 系 数 的 线性 偏 微分 算 子 . 证 明 : 

(D PCz,e 有 一半 nfPO ND; 


38x。9’'w 证 明 


(2) 利用 莱 布 尼 艾 公式 9(u 0) 一 》) 画廊 
B+7Y=a" ° 


P(xD (uv) = >I RTDv, 


R,(z; 引 是 一 个 C” 系 数 的 线性 偏 微分 算 子 ; 
(3) 证 明 P(xz,De* = 二 P(rzWe””, 这 里 Ze11 一 7 十 …… 十 Zn7o; 


(4) 在 (2) 中 令 xz 一 ef ， v 二 e*”, 再 用 (1)， (3) 证 明 (2) 中 的 ReCz, 引 一 二 Po (za). 


此 题 中 得 到 的 
1 


a! 


P(r,D uv) = > ouP® (zr,0)v 


是 一 个 重要 的 公式 ,， 称 为 推广 的 莱 布 尼 茨 公式 . 又 以 后 对 任 一 函数 F(x,6) 恒 记 FB(z,&) 
一 989EF(z,5), 即 下 标 表 示 对 工 求 导 ， 上 标 表 示 对 求 避 . 


3. 利用 上 题 计算 A(u*v) 和 A?(u*w), 这 里 A 一 2 


2 
2 , 并 证 明 


9 Ti 
ec-zeP(zyg(x(z)er) = P(r,9++ u(r). 
4. 若 fr)EL', 证 明 


limlf.(z) — fz) = lim | |f.(z) _ fir)ldr=0. 
5. 设 EC?(R") 且 [par _ 1 ,vwvECR"), 令 
u(rX,t) 一 Jo — ty)pl(y)dy ， 


证 明 : 
(1) 2 Ghulzst)) = or — ty)9, 9(y)ydy , t>0; 


alpulzst)) =t or CR 一 mV 一 yi9,9(y))dy ,1>0. 


[提示 , 先 作 变换 使 tuCz, 人 Dt! oCy)9( 了 ay， 
(2) 利用 上 式 证 明 当 t>0+ 时 
ai(ty(rt)) >0, Jj<k; 
Qt(tu (zt)) —> klv(r) . 
6. 设 f.(z) 一 [gdz 一 ydy ， mlz) 是 一 个 麻 光 核 , 试 证 :对 任何 重 指标 。 有 
9°f (xz) |Cla,n)e ". 
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-1， 0<z< 
7. HW ””， 则 若 wz)ECoCR)， 证明 
0， 其 他 工 


(< 全)(z) = a u(t)dt ， 


从 而 是 一 个 C! 函 数 ; 车 xE CtCOR)， 则 (wx 如 ) (XT) EC*T(R). 这 说 明 即 令 是 对 间断 函数 
作 卷 积 , 也 有 一 定 程度 的 磨 光 作 用 . 

8. 设 UCR” 为 一 紧 集 ，{X。) 是 UU 的 开 履 盖 . 

(1) 证 明 : 必 有 有 限 多 个 开 集 及, ，…, KK,, 使 人 人 ;CCXi, 而 且 {K;}) 仍 是 U 的 开 覆 羡 ， 

(2) 如 前 作 J (zx)E€ECY? (R") 使 0<y(z) 志 1, 而 且 在 KK; 上 人 (XZ) 二 1, 在 XXX; 外 J(x) 二 
0, 于 是 

Pi bal op) hl Co hh) Op) 

是 U 的 从 属于 {X) 的 单位 分 解 . 


[提示 : 证 明 1 一 [十 (1 一 站 ) 十 … 十 (1 一 帮 _1)… (1 一 )]== IIa-w=o3 
这 是 定理 2. 2. 6 的 (i) 的 另 一 证 明 . 
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1. 基本 定义 ”广义 函数 即 纪 (02) 上 的 连续 线性 泛 函 ,这 里 QCR" 是 一 
个 开 集 . 确切 说 ， 有 
定义 2.3.1 广义 函数 即 多 (0) 上 的 连续 线性 泛 函 1(9), gE DCQ)， 示 
Ep 
(1) 对 实数 或 复数 cl，c;* 有 
l(c 十 cg) = cul(g) + ellg), (22) 
(2) 车 一 0( 于 多 中 ), 则 7(gp)->0( 连 续 性 )， 我 们 也 常 将 1(p) 写 作 
4 ,9). 
/ 是 一 个 广义 函数 ， 就 记 作 ZE 殉 '(0). 
以 后 我 们 常 省 略 连续 二 字 而 简称 之 为 线性 泛 孙 . 连续 性 有 一 个 等 价 的 表 
示 法 : 
《3) 对 任 一 紧 集 天 CD 必 存 在 常数 c 与 非 负 整数 大使 得 
AD) Ee Dsuplapl ，pE Cr(K) ， (23) 


lel 志 & 
这 个 条 件 有 时 应 用 起 来 较为 方便 . 等 价 性 的 证 明 如 下 ， 
说 不 等 式 (23) 成 立 . 任 取 一 串 @,(zx)€ 多 (0)， 在 多 (0) 中 收敛 于 0， 则 
由 定义 2. 2. 2 存在 一 一 个 紧 集 KRCO 使 对 一 切 p(xz) 丝 有 supp mw(z)C 玉 ， 而 县 
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UV 一 一 一 


对 任 一 固定 的 wa"p 在 天 中 一 致 收敛 于 0， 即 sup |3 "gn | 一 suP 1a"p,(Cz) | 一 
二 rER” 


0,， 故 由 (23) 式 有 /7(o.)- 一 0， 即 7/ 为 连续 线性 沁 妇 . 
反之 , 设 不 等 式 (23) 不 成 立 , 即 有 某 个 紧 集 KK, 使 对 任意 常数 c 与 & 当 
有 一 个 函数 pi(Cz)ECP (KR) 而 (23) 不 成 立 . 不 妨 令 c= 二 k= 二 ， 即 有 


(9)| > j2 supla'gl. 


[ce| 委 7 
用 T7025T( 注 意 由 上 式 /Co) 天 0) 代 替 史 有 
1>J>，supla"p| ， 凶 EC (KK) 


|e| 委 7 
但 由 它 有 9'g1< 二 ， pEC>(K)， 因此 由 定义 2.2.2, 9 在 多 (0) 中 趋 于 0， 


但 1(9,) = 二 1 不 趋 于 0. 即 是 说 ，! 不 是 连续 沁 盟 . 
例 1。 若 f(x) 是 2 上 的 局 部 可 积 函 数 ( 即 在 0 的 任意 紧 子 集 上 可 积 的 
函数 ， 这 个 函数 空间 记 作 Zue(2))， 则 对 任 一 PE Ce (2)， 


1(9) = [fr) pnd (24) 


实际 上 是 在 02 的 紧 子 集 suppp 上 积分 ， 因 而 是 有 意义 的 . 容易 证 明 它 符合 定 
义 2. 3. 1， 所 以 每 个 局 部 可 积 函 数 都 按 (24) 式 生成 一 个 广义 函数 ， 我 们 仍 记 
之 为 f(z) 或 f. 这 种 广义 函数 称 为 正则 广义 函数 . 

例 2. 6 函数 定义 为 对 任意 PE Cov (R")， 

(9) = 9(0). 

容易 证 明 它 是 一 个 广义 函数 且 (23) 式 中 的 & 一 0. 由 3 1 中 可 以 看 到 ,6 确 有 一 
定 的 奇异 性 , 而 且 可 以 证 明 ， 决 不 存在 一 个 局 部 可 积 函 数 f 按 (24) 式 生成 9， 
所 以 广义 函数 确实 推广 了 函数 的 概念 . 正则 广义 函数 以 外 的 广义 函数 统称 为 
奇异 广义 函数 . 

从 以 上 广义 函数 的 定义 可 见 ， 谈 不 上 广义 函数 f(z) 在 一 点 的 值 (但 我 们 
仍 记 为 f(z) 以 示 z 是 2 中 的 变量 而 与 其 他 的 参数 或 变量 区 别 , 这 样 ，J (x) 
在 p(x) 上 之 值 将 记 为 (f(z) ，9(z)) 或 (f ,9)). 也 谈 不 上 f(z) 在 某 一 点 为 
0. 但 是 f(x) 在 某 一 开 集 U 中 为 0 是 有 意义 的 . 我 们 有 

定义 2.3.2. 车 对 一 切 VEC8F (UD) 站 有 (u ，9) 二 0 就 说 三 义 函 数 x& 在 局 
上 为 0. 

定义 2.3.3. 广义 函数 的 支 集 suppu 是 z& 在 其 上 为 0 的 最 大 开 子 集 的 
余 集 ， 即 是 说 

suppu 二 {Xx; 存在 开 集 U CC 人 2， 使 得 
XEU 且 wz 在 U 上 为 0) 的 余 集 . (25) 
suppz 恒 为 闭 集 . 
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定义 2. 3. 4. 两 个 广义 肖 数 ,Us 之 差 1 一 ws 若 在 U 上 为 0, 就 说 与 
Uz 在 U 上 相等 . 

三 义 函 数 作为 线性 泛 函 ,其 线性 运算 如 加 法 及 数 乘 的 定义 是 自明 的 . 

广义 函数 x 虽 谈 不 上 在 某 一 点 的 值 ， 但 确 有 局 部 性 质 . 若 vE 多 '(0)， 
而 U 是 0 的 任 一 开 子 集 , 则 因为 多 (U0)CgB(0), 所 以 自然 地 可 以 作用 在 
弥 (U) 之 元 上 而 成 为 其 上 的 连续 线性 泛 函 (这 一 点 留 作 一 个 习题 ), 也 就 是 成 
为 乡 〈U) 之 广义 函数 ,但 我 们 仍 记 之 为 zx， 从 而 w€E 多 '(U). 这 个 广义 函数 
称 为 在 U 上 的 限制 , 记 作 |v. 我 们 有 

定理 2. 3. 5. (局 部 化 原理 ) 若 w 在 上 为 0, 则 它 在 0 之 任 一 开 子 集 上 
的 限制 为 0; 反之 , 若 2 有 一 个 开 履 盖 {0U。)，, 而 u|v 一 0( 对 一 切 we)， 则 v 一 0. 

证 定理 的 第 一 部 分 自明 , 现 证 后 一 部 分 . 任 取 pPE 多 (0), 令 KK= 
supp9, 则 天 为 紧 子 集 而 由 有 限 覆 盖 定 理 必 可 从 {U。) 中 找到 KK 的 一 个 有 限 
子 履 盖 {U),…., U,)}. 作 从 属于 它 的 单位 分 解 站 ，…，yJ， 则 


k k k 
P=920% = 2 WW;= D9, 9 = WW 
7 二 1 7] 二 1 J=1 
suppPBCsupp CUj;, 而 由 于 wu|v 二 0. 故 x(8) 王 0. 从 而 


ul(9) = 2 ug) 一 0 ， 
即 x 为 0 泛 函 . 证 毕 
这 是 我 们 第 一 次 看 到 怎样 用 单位 分 解 把 一 个 整体 问题 化 为 局 部 问题 . 
2. 微分 运算 与 乘 子 运算 我 们 仍然 从 古典 的 光滑 函数 f(zx), rER,， 作 
为 一 个 广义 函数 开始 (这 个 古典 光滑 函数 当然 是 了 上 的 局 部 可 积 函 数 , 但 不 


一 定 在 R 上 可 积 ; 前 者 是 指 任 一 有 界 闭 区 间 [a,651.， | ceaz 都 存在 , 后 


者 是 指 | “f(z)dz 存在 ， 从 这 个 例子 可 以 明白 这 两 个 概念 的 差别 了 )。 这 时 
户 (z) 仍 是 广义 函数 ,而且 由 分 部 积分 公式 
| fodr=— | fp' dr sy pE CPR) ， 

这 里 积分 号 外 的 部 分 消失 , 是 由 于 gCz) 在 zx 一 士 co 附近 恒 为 0 的 原故 ,仿照 
这 个 例子 ,我 们 可 以 给 出 

定义 2.3.6. 广义 函数 了 (z)E 急 '(0) 的 微 商 2 晕 ，j 一 1, 2，…，n， 仍 
是 四 '(D) 广 义 函 数 ， 定 义 为 
af 


9 
az j 


由 此 直接 有 


(IDD, FR), pe DN). (27) 
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定理 2. 3.7. 任何 广义 函数 FCz)E' (0) 辟 可 微分 任意 多 次 ， 而 且 
(a“" 丰 ,1 一 (一 1) 3) ， 9E€ DN). (28) 
两 个 广义 函数 一 般 地 不 能 相 乘 , 但 a(x)EC”(0) 作 为 一 个 广义 函数 ( 因 
为 a(z) 局 部 可 积 ) 却 可 以 乘 任 一 x(z)ES (02)， 其 定义 为 
定义 2.3.8. az)EC”(2) 称 为 一 个 2 02) 乘 子 ， 可 以 对 任 一 xCz)E 
2 IO) 定义 乘 子 运算 Cc(z)。: xz)HzaCz)uCz)EcS 22) 如下: 
(au ,9) = (u , ap) ， PE DN). (29) 
由 定义 2. 3.6 和 2. 3.8 可 见 , 任意 的 C” 系 数 微分 算 子 P(x,9.) 
一 PDACSLE 都 可 以 作用 到 任 一 多 '(Q2) 广 义 函 数 u(z) 上 去 ,其 定义 为 


|e| 委 mr 


(P(r,ANM ,9) 一 《人 L ,P(rT,90.)9),， PE COC0) . (30) 
这 里 
P(z,a) = > (— 1)9s (a (zx) *) (31) 
称 为 PP 的 转 置 算 子 . 从 这 里 我 们 可 以 看 到 , 广义 函数 的 运算 都 是 通过 对 偶 转 
移 到 基本 空间 上 来 实现 的 , 这 可 以 说 是 广义 函数 最 基本 的 原则 . 在 本 章 中 ， 
我 们 认为 所 有 广义 函数 都 是 “ 实 ” 的 ,这 是 指 : 当 p(x) 取 实 值 时 , u(y) 也 是 实 
的 , 而 且 w《cp)==cu(9),c 为 实数 ( 见 (22) 式 ), 这 时 wl9) 常 记 作 Cu ,9) ,表示 
它 是 与 9 配对 而 来 , 称 为 欧 几 里 得 配对 . 在 这 种 配对 下 , 与 P 对偶 的 算 子 
即 转 置 算 子 '‘P. 在 下 一 章 中 , pg 和 (yp) 都 要 取 复 值 , 而 有 时 需 将 (22) 式 改 为 
ulcg) 一 cu《(9),c 是 复数 . 这 时 与 9 的 配对 称 为 埃 尔 米 特 (Hermite) 配 对 ， 
记 作 (ww , 9), 而 有 (wu ,cp)= 二 clu ， 9), 但 是 (cu , 9) 二 clu ,9). 对 于 “ 复 ” 的 
广义 函数 ， 本章 中 全 部 结果 均 适用 , 唯一 需要 改变 的 是 乘 子 运算 ; (au , 9 二 
(x ,22). 这 时 ， 与 PCz,a) 相 对 偶 的 算 子 将 是 
P* (zya) = > (一 1)M4a2(aeCz)。)， 
称 为 已 的 伴 算 子 . 
从 这 些 定义 可 以 看 到 , 广义 函数 的 微分 运算 实在 是 十 分 灵活 的 . 那么， 
它 包 含 什么 具体 内 容 呢 ? 下 面 看 一 些 例 子 . 
例 1.  ” 赫 维 赛 德 (Heaviside ) 函数 
1 ， Zl>0， 
0 ， T=0. 
这 是 一 个 局 部 可 积 函 数 . 这 种 函数 在 某 一 点 上 的 值 可 以 任意 改变 而 无 本 质 影 
响 ， 所 以 上 面 没有 规定 如 (0) 的 值 ， 按 定义 ,对 于 pgE C5 (R) 有 


(H' ,一 (本 ,py 一 一 | coaz — pg(0) . 


H(zx) = | 


所 以 
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H’'(zx) 一 0Gz) . (22) 

由 定理 2. 3.7, 6(z) 还 可 以 求 任意 次 微 商 .当然 , 我 们 将 得 到 具有 “更 
高 "的 奇异 性 的 广义 函数 ,这 一 点 下 面 还 要 再 讲 . 
例 2. 在 2(> 1) 维 的 情形 , 五 (zx) 定义 为 


1 ， Ti>0, 1=1,2,.…,n, 
H(z) = 
0 ， 其 他 . 
则 
a"H(z) 


例 3. 现在 考虑 更 为 一 般 的 情况 ,如果 f(z), x € R ,分 段 连 续 且 有 分 
段 连续 的 (古典 意义 下 的 ) 微 商 , 记 为 [f(z)] ,而 且 设 f(z) 在 zi 二 … 二 x 
有 第 一 类 间断 点 ,其 跃 度 分 别 为 hl,，…, h. 于 是 f(x) 作为 局 部 可 积 函 数 是 
一 个 广义 函数 , 而 由 定理 2. 3. 7 应 该 有 广义 函数 微 商 , 记 作 六 (x) ， 另 一 方 
面 ,其 古典 意义 下 的 微 商 Lf’ (x)] 显然 也 是 局 部 可 积 函 数 ， 尽管 它 在 有 限 个 
点 Z1，*…，Zn 诸 点 无 意义 山 , L 己 (z)] 也 是 一 个 广义 函数 . 那么 , r(x) 和 
[ 广 (z)] 有 什么 关系 呢 ? 按 定义 : 


(f' ,P=— | fog'Gz)az ， 
([LP] ,9 = |[f C2) Jpr) dz ， 
我 们 有 
7 ,9=— (| + tt) fp' ca 
=— fp, — fpl2 —* — fol 
十 | 十 | 十 十 | Lf (x) jp(zx)dz 
=[f(zi 十 0) 一 jz 一 0)]p(Czi) 十 … 
+ [ft 0) — fr— Or) + | [LF] dz 


hp(z;) 十 | [PCz)]pCz)ydz 


age 
aa 


hol(z— Zz;) + [Lf (zr)| , pr)). 


所 以 


@ 若 [PGz)] 有 界 , 显然 [Cz)] 在 有 限 区 间 上 可 积 ， 若 [ 广 (xz)] 无 界 , 由 于 f(z) 只 有 有 第 一 
类 间断 点 ,L 广 (z)] 在 有 限 区 间 上 的 反常 积分 是 收 伍 的 . 
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二 [f(zx)] 十 32 (x — zj) . (33) 


此 公式 称 为 路 度 公式 ， 

从 这 个 例子 来 看 , 在 古典 意义 下 在 某 点 不 可 微 的 函数 ,其 广义 函数 微 商 
无 非 多 了 一 些 奇异 性 .在 高 维 的 情况 ，(33) 式 的 推广 更 是 具有 极 重要 的 意 
义 . 

例 4， 二 维 的 情况 . 设 Q 是 (zi,zs) 平 面 上 的 光滑 区 域 , 即 是 说 边界 20 
是 一 光滑 曲线 , f(z) EC CD)D, 补充 定义 在 Q 外 f(z) 二 0, 补充 定 
义 后 的 函数 仍 记 为 /(z), 则 7Cz) 是 R? 上 的 局 部 可 积 函数 (在 a0 上 有 固定 的 
跃 度 ), 而 且 有 广义 函数 微 商 站 ， 仍 记 | 下 | 为 函数 f(z) 的 古典 意义 下 的 微 


商 , 它 是 局 部 可 积 的 ， 它 确定 了 一 个 正则 广义 函数 ,于 是 , 按 定 义 ， 对 任意 9 
ED(R’), 应 用 格林 (Green) 公 式 ， 


of _ 
(天 ，9) 一 一 (三 ， ar. ) 
一 一 re 下 dridz 
Es 了 9 didTy 一 | rzypGzan 
入 


=[|[ 交 ls dridzs — Jf eweos (n,z Px)dS ， 
人 


这 里 表 a0 上 的 外 法 线 单位 向 量 ， 就 是 说 ， 广义 函数 :是 正则 广义 函数 | 好 -与 


一 个 奇异 广义 函数 ( 它 对 9 的 配对 为 第 二 项 ) 之 和 ， 它 标志 着 f 在 22 上 的 路 
度 的 作用 . 在 物理 上 , 它 表示 集中 在 20 的 分 布 ( 例 如 电荷 、 质 量 等 等 ). 
与 此 相似 , 车 ECCQ) 门 C1(02), 设 人 为 拉 普 拉 斯 算 子 , 由 格林 公式 
( 见 第 六 章 (6) 式 ) 
af 


fap dmde, = 一 mv dzxidZzxz 十 jf 一 一 P| dS. 
这 可 解释 如 下 : 若 fEC?(0) 个 C1(0), 其 零 延 拓 f 是 一 广义 函数 , 而 且 广 义 


函数 Af 是 正则 广义 函数 [A 与 两 个 奇异 广义 函数 (分 别 相应 于 了 及 在 
、a0 上 的 跃 度 ) 之 和 . 可 见 极 为 重要 的 格林 公式 正 是 腾 度 公式 的 推广 . 


QD 这 里 C( 是 指 在 2 上 连续 到 边界 的 函数 集合 , 一 般 地 ,，C*(07) 是 指 包 括 所 有 三 阶 导数 在 0 
上 连续 到 边界 的 函数 集合 , 其 中 连续 到 边界 是 指 当 xzE0, zx 一 y(E€ 30) 时 ,9°f(z) 都 有 极限 ( Ny 
刚才 忆 这 尘 概 限 作为 39"f(y) 之 值 , 则 3°f(z) 在 人 上 连续 . 注意 , 我 们 假设 了 a0 是 光滑 曲线 ， 
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直面 的 几 个 例子 已 经 足以 告诉 我 们 ,容许 在 古典 意义 下 不 可 微 的 函数 有 
某 种 微 商 , 在 物理 上 是 非常 有 利 的 . 但 是 , 广义 函数 是 否 又 是 一 种 过 分 空 泛 
的 推广 呢 ? 下 一 节 中 我 们 会 看 到 , 一 切 广义 函数 实际 上 都 局 部 地 是 某 一 连续 
销 数 的 有 限 阶 微 商 , 所 以 这 个 推广 又 不 是 过 于 空 泛 的 . 

3， 线 性 变换 ”从 现在 起 我 们 要 讲 “ 自 变量 ”变换 时 广义 函数 如 何 变 化 . 
从 例 1 已 可 看 到 , 广义 函数 其 实 是 积分 的 一 种 推广 , 其 运算 也 可 从 有 关 积 分 
的 种 种 运算 中 得 到 定义 . 例如 , 积分 中 有 以 下 的 变量 变换 公式 ; 设 4 为 一 个 
非 奇 异 的 变 元 变换 (也 可 说 4 的 雅 可 比 行列 式 不 等 于 零 ), 对 于 积分 


| rezywcz)az 
如 果 我 们 用 fC4z) 代替 f(x) , 则 作 变 量变 换 4: FF y， 有 
| rchmwGzaz =| roDpC4r det 天 ay 


=|f (9)9(471y) |det > ay 


仿 此 ,我们 给 出 下 面 的 
定义 2.3.9. 对 于 广义 函数 xx(z) € 多 '(R" ), 以 及 非 奇 异 变 换 A, R” 
一 有 入" ， 我 们 定义 x(4z) E 多 '(R") 如 下 : 


(CC4z) ，PCZ)) = (ul(y), 


这 里 我 们 不 讨论 zx € 多 '(0) 的 情况 ,是 因为 PC4-iz) € 多 (4A-10), 而 
当 w € GO0) 时 ，(34) 式 右 方 不 一 定 有 定义 , 除非 A-10 CC 0. 
符 别 地 ， 关 4 为 一 个 非 奇异 的 线性 变换 , 则 |det 2 人 思 | = |det4 | 
为 常数 . 
下 面 是 一 些 常 用 的 情况 . 
例 1. 对 称 变换 4; xz 一 zx. 这 时 det4 = (一 1)", 记 w( 一 x)= 
wu (Zz) 而 (34) 式 成 为 
(wu (z) ， PCZ) ) = (ul rT) ，PCZ))》 
= (u(7X) , (~— 7X))= (uu, 9 》 。 
例 2. 相似 变换 4: z 瞩 Ar,， 4 二 0 ; 这 时 
(u(AT) ，PCZ) = A "(u(r) ,pA lz)). 
特别 是 , 铬 u(4zx)= 二 Xu(z), 称 w 为 & 次 正 齐 性 广义 函数 ,而 上 式 成 为 
(u(T) ,HX)) = A "u(r) ,pA lz)). 
例如 6(z) 就 是 一 个 一 n 次 的 正 齐 性 广义 函数 . 
齐 性 广义 函数 是 齐 性 函数 的 推广 . 若是 限制 了 4 汪 0, 我 们 称 之 为 正 齐 次 


a(A iy) _1 
det 2 pA-1y)) . (34) 
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性 ， 在 现代 偏 微分 方程 理论 中 凡 说 齐 性 广义 函数 必 指 正 齐 性 . 只 要 看 一 下 相 
似 变换 的 几何 意义 一 一 从 原点 出 发 将 一 个 向 量 按 其 自身 方 回 放大 4 倍 就 
知道 这 个 规定 比较 自然 . 

例 3. 平移 变换 4: x Fz 一 h. 这 并 不 是 线性 变换 , 而 是 一 个 仿 射 变换 ， 
但 是 我 们 仍 按 定义 2. 3. 9 来 定义 u(x 一 h). 因为 现在 A :x Fz 十 h，detA4 则 
用 此 变换 的 雅 可 比 行列 式 来 代替 ， 于 是 有 

(uz 一 产 ) ，PCZ)) = (u(rT) ,Plz + h)). 

我 们 也 常用 zc 来 记 平移 算 子 ， 即 mx (zx) 二 w(xz 一 h)， 则 《rw ， 9) 二 4, T_19). 

车 一 个 广义 函数 在 变换 4 下 不 变 , 即 若 x(z) 王 x(4z) 我 们 将 称 它 为 
4- 不 变 的 . 可 以 证 明 : 若 对 任意 平移 算 子 wm，x(z) 均 为 平移 不 变 的 则 xz) 一 
c( 这 是 一 个 局 部 可 积 函 数 ， 因 此 是 一 个 广义 函数 ). 

4. 极限 运算 设 有 一 个 了 (CO) 广 义 函 数 序列 户 ， 亡 ，…， 访 ，…， 我 们 


有 

定义 2.3.10. 习 f/f( 于 多 ' 中 ) 即 f,E 坟 在 儿 ' 意 义 下 收 人 证 于 fE 儿 '， 
是 指 对 任意 PE CD) 均 有 

这 种 收敛 性 准确 些 说 应 称 为 “ 弱 * 收敛 ”. 

同样 , 一 个 广义 函数 级 数 收 敛 于 一 个 广义 函数 2 一 了 即 指 对 任意 gw 
EF(Q0) 均 有 

limk 之 / 方 ， p) 一 (三 ，p) . 

广义 函数 收 钙 性 是 一 个 很 灵活 的 概念 .例如 我 们 有 

定理 2.3.11. 设 f,E 猴 '(0) 且 ff 一 f( 于 夕 '(02) 中 ), 则 对 于 任意 固 
定 的 a 有 

9"f, > 9°f, 于 多 '(02) 中 ， 
证 任 取 PpE 多 (02) , 则 由 微 商 的 定义 
‘ag°f,, 9 = (~— 1)1"(f,, 9°9). 
由 假设 f, 一 f( 于 多 (0) 中 ),， 而 apE SO)， 故 上 式 右 方 之 极限 是 
〈 一 1) tf ? 9 "9) 一 《2 9 0) 。 因此 
lim (9°f,, 9) = (9°f ,9),， 

而 定理 得 证 . 

这 个 定理 证 明 虽 简单 ， 却 说明 问 题 . 试 与 数学 分 析 中 收敛 序列 的 逐 项 微 
商定 理 比 较 , 定理 2. 3. 11 是 何等 自然 而 简洁 ! 在 古典 的 数学 分 析 中 , 微 商 运 
算 可 能 把 一 个 序列 的 收 伍 性 破坏 列 尽 : {f,} 收敛 而 {3"f,) 不 一 定 收 敛 ， 这 个 
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事实 时 常 说 成 是 古典 的 微 商 运算 的 不 连续 性 ; 而 在 广义 函数 理论 中 , 微 商 运 
算 却 一 定 保持 收敛 性 ,这 个 事实 相应 地 说 成 是 广义 函数 中 微 商 运算 的 连续 
性 . 这 是 多 人 么 方便 的 事实 ! 那么 , 是 怎样 获得 这 样 的 便利 呢 ? 从 证 明 过 程 看 
到 , 我们 已 把 原来 作用 于 f 的 3 转移 到 试验 函数 p 上 去 了 , 从 而 使 3 握 lim 不 
发 生 关系 ， 这样 绕 过 了 古典 数学 分 析 中 交换 极限 次 序 的 重大 困难 . 这 就 是 对 
偶 性 的 作用 .“ 对 偶 性 ”( 分 部 积分 就 是 它 的 初等 的 或 古典 的 形式 ) 正 是 广义 
次数 本 质 所 在 . 

不 但 可 以 定义 广义 函数 序列 的 收敛 性 ,也 可 以 定义 含 参数 的 广义 函数 对 
该 参数 的 收敛 性 . 例如 , 古典 函数 微 商 的 定义 是 差 商 的 极限 . 对 于 广义 函数 
情况 也 是 如 此 . 取 有 充分 小 , 令 e = 二 (0,…,1,…,0)( 第 i 个 分 量 为 1, 其 他 为 
0) ， 则 


f (x+he)— f(z) PXT—he;)— H(z) 
A i 


9 2D) 一 (了 9 
这 里 奋 记 supp8= 二 KCCQ2, 则 有 supp p(x 一 he) = 二 K,== {x 十 he;; xX € KK). 


当 及 充分 小 时 ,例如 当 及 过 如 时 ,也 有 Ks C0, 从 而 全 一 ?一 2 E 
2D(0), 可 见 当 有 充分 小 时 ， 差 商 的 支 集 均 在 U KC 0 中 , 而 且 易 证 ; 


当 有 一 0 时 ， 


TX— he) 一 (x) ~、_% 
(2(0) 中 )， 


从 而 
]; f(z 十 Pei) — f(z) 
1 《一 一 一 一 ，0) 
=—— (f(x) ， 谍 ) 


~Y 
一 (区 ,分 . 


因此 , 在 乡 02) 收敛 意义 下 , 我 们 有 


f(r++he)— fz) ak 
= 


lim 去 : 


即 广 义 微 商 为 其 差 商 在 多 ' 意义 下 的 极限 . 

我 们 将 来 还 可 以 证 明 任 一 个 广义 函数 都 是 一 串 C~(Q) 函数 作为 广义 函 
数 中 的 极限 . 这 一 事实 , 物理 学 家 早 就 在 应 用 , 他们 用 一 串 C" (CR") 函数 的 极 
限 来 定义 SCz)， 只 不 过 他 们 当时 没有 玩 “2) 中 收敛 性 的 概念 . 用 我 们 今天 


WD 每 一 个 C~(0) 函数 都 在 2 中 局 部 可 积 , 但 不 一 定 可 积 . 因为 Q 可 能 无 界 , 即 令 人 有 界 , 在 20 
附近 函数 可 能 无 界 . 熟 记 这 件 事 很 有 好 处 . 
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关于 广义 函数 的 知识 来 看 ， 他 们 所 建立 的 各 种 序列 都 可 说 是 下 面 定 理 的 
特例 . 

定理 2.3.12. 设 有 C™”(R) 函数 序列 (万 (z)) 适合 

(i) 对 任意 MM 二 0, 当 |a| 二 M, II <M 时 


| Acoaz | 过 cc， 


c 只 与 AM 有关; 
(1) 固定 a 和 5b 有 
6 9 ，0 同和 号 ; 
lim oar= | 荐 4，0 同 汪 
n>ooy a 1， 若 a 二 0 二 bb， 
则 必 有 
lim/f,(x) = (x). 
证 令 


F(x) = | fa 


由 条 件 (1), 在 任 一 有 界 区 间 内 FF,(x) 对 一致 有 界 , 而 且 
1， 0， 

0,， X=0,， 

利用 著名 的 关于 积分 号 下 取 极 限 的 勒 贝 格 控制 收敛 定理 由 有 


lim (F,, 9) = lim | PCz)gCz)az 


limF, (x) = | 


=|H(r)pr)dz =H,p, 9pE DR). 


特别 是 
(fs, PD 一 (下 ,9) 一 一 (FF,, 9')— 
— 《HH,9')=(H' ,9)= (0 ,9). 
因此 定理 得 证 . 
下 面 就 是 物理 学 家 常用 以 定义 6(x) 的 一 些 序列 : 


例 1。 f(z) 一 元 训 池 二. 它 的 曲线 为 图 2 一 4 很 容易 看 到 


dé 
十 1 


| (XT)dzx = 一 | 


= 一 | arctan nb 一 arctan na) . 


因此 , 车 a, 5 同 号 , 其 极限 为 0; 车 a 二 0 二 5 ,其 极限 为 1, 而 且 


中 可 以 参阅 任何 一 本 实 变 函 数论 教材 , 未 学 过 实 变 函 数论 的 读者 也 可 以 暂时 承认 它 . 
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[f(a < 一 | 心 _- 1. 


因此 ， 由 定理 2. 3. 12 得 


wo 十 1 


例 2. f(x) 一 2 - ht t > 0. 
这 里 我 们 用 二 代替 wn ,上 面 的 定理 仍然 适用 . 我 们 有 


b 
6 2 
| Aceaz 一 天 | edy. 


2 Vi 


因为 | e-? 二 V 元 ,很 容易 看 到 


6 0 ， 行 w,0 同 号 ， 
li (xX)dz = 
ij f(z) | 狠 奇 4 三 0 二 6b， 
而 且 


b 十 co 
| fwdr|< | Acoaz 二 1. 
因此 ,由 定理 
lim f(zx) 一 0(Z) 。 
f:(X) 物理 上 表示 在 上 =0 时 在 原点 处 单位 热源 在 上 >0 时 产生 的 温度 分 
布 . 在 研究 热传导 方程 时 , 它 是 很 有 用 的 , 在 概率 论 中 它 也 是 很 有 用 的 . 
例 3. /(z) = 1 sin nz . 


XT Xz 
十 oo 十 co 4 

利用 二 | ”dz = 十 | ”于 24y = 1 ， 即 可 很 容易 看 到 
_w 工 XT- yy 

. 1] sin nz 

lim 二 ———— 

n yA 


一 和 (rz) . 


一 DOD 


这 个 结果 在 傅 里 时 级 数理 论 中 十 分 有 用 . 
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我 们 还 要 介绍 广义 函数 的 奇 支 集 sing suppz 的 概念 . 上 面 已 说 过 广义 函 
数 在 一 个 开 集 中 的 限制 是 有 意义 的 ,又 说 过 广义 函数 是 古典 的 函数 概念 的 推 
广 . 因此 说 广义 函数 在 02 的 某 一 开 子 集 Q2, 上 是 C” 的 , 即 指 zx 在 2 上 等 
于 一 个 C” 函数 9, 即 是 x|o。 = 9 € C”. 这 意味 着 zx 在 2 上 没有 奇异 性 . 取 
这 样 的 2 之 最 大 的 (只 要 取 一 切 这 样 的 2 之 并 就 会 得 到 这 样 的 最 大 的 2)， 
则 的 奇异 性 全 在 其 外 .所 以 我 们 有 

定义 2.3.13. 使 w € 雹 '(02) 等 于 一 个 C” 函数 的 最 大 开 集 1 的 余 集 
称 为 之 奇 支 集 , 记 作 sing supp z. 

可 见 sing suppz 是 闭 集 . 还 可 见 到 ,sing suppx Csuppz&, 因 为 在 supptz 
之 外 大 0, 而 0 当然 是 C” 函数 . 

例如 supp 吾 (x) = [0, 十 co), 而 sing supp 吾 (zx) = 二 {0}. 还 有 

sing supp (Xx) = supp 6(x) = {0}. 


~ 信人 
习 题 
1. 证 明 玫 2) 广义 函数 的 微 商 适合 
a2 9 2 


2. 设 a(XT) EC™(0), ww E€ 旋 '(0)，, 证明 
六 (ax) 一 a 全 十 训 u， 
3. 车 广义 函数 适合 x = 二 wx, (wu 一 一 2 ， 则 称 x 为 偶 ( 奇 ) 广 义 函 数 . 证 明 ， 
(1) 6(z) 与 常 值 函数 c 皆 为 偶 广 义 函 数 . 
(2) 偶 广 义 函数 之 微 商 是 奇 广义 函数 . 
(3) 任 一 广义 函数 € 多 '(0) 皆 可 唯一 地 分 解 为 一 个 偶 广 义 函 数 与 一 个 奇 广义 函 数 
之 和 如 下 : 


u(x) 一 (uz) 十 名 (z)) 十 (uz) — (1)). 


(4) w € SI 0) 为 偶 广 义 函 数 当 且 仅 当 对 任 一 奇 的 PE 2CO) 均 有 (xz , 9) = 二 0. 
4. 证 明 zc(Gz) 三 0. 反之 , 若 有 广义 函数 zx 使 得 zx 一 0， 必 有 zx 一 coGz),c 是 常数 . 
[提示 ; (1) 证 明 zx == 0 当 且 仅 当 对 于 多 (R) 中 一 切 形 如 xp 的 函数 均 有 (xx ，zp) = 
0. , 
(2) 证 明 上 述 的 支 集 C (0)}. 因此 ,， 若 作 一 个 截断 函数 XCz) 使 得 在 z= 二 0 附 
近 X 委 1, 则 ww 志 Xu. 

(3) 对 任意 PE CR)， 证 明 可 以 找到 一 个 函数 由 E€E C™(R) 使 得 p(x) 一 
0) 十 x9.(z), 但 9 一 般 不 属于 2(R). 

(4) 利 用 (2) 与 (3), 证 明 (w,g)= 二 (Xu,9) 二 (wu,X9) 二 9(0)(wu,XX) 
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十 (wu ，2zX9 7》， 由 此 即 得 证 明 . |] 


5. 在 红 '(R) 中 求解 常 微分 方程 从 一 0， 证 明 它 的 解 必 为 zx 一 c (c 是 任意 常数 )， 
[提示 : 证 明 此 方程 之 解 必 适合 (zx ， 一 9') 二 0, 9'€ 2D(R) . 再 证 任 一 函数 E 


F(R) 可 写 为 y = 9'(9€ DR) 之 充分 必要 条 件 是 |%(Cz)az 二 0. 对 任意 PE 多 (R) 将 
它 写 为 gp 一 只 (z) | wzaz 十 g(x), 证 明 J(z) 可 以 写 为 四 '(z)， WE 多 (R), 这 里 (x) 


EC DR) 生 8 |a nar = 1]. 


0. 车 f(x) 的 & 阶 微 商 只 在 z= 二 zj;， ] = 1,*,n., k= 1,…,m 处 有 第 一 类 间断 点 ， 具 
牙 度 为 h;, 证 明 : 


mt 天 


f(r) = [om] 十 >， Shyd™-® (XT — zj). 


k=1 7 一 1 


7. 证 明 : 若 f(x) = H(zx)cos z，g(z) 一 万 (z)sin z， 则 
三 (z) 一 CCz) 一 SECZ)， g(r) = f(r),， 
因此 5 肖 了 分别 适合 微分 方程 
uw 二 uw=6 与 Ww 十 w= 二 人 0. 
8. 证 明 :. 若 f, 一 f( 在 多 '(Q) 中 ), 必 有 939:f, 一 9%f( 在 多 '(0) 中 ). 


0 Iz| 宇 & 
$0 1 | 二 求 当 s 0 时 大 (X) 的 逐 点 极限 与 广义 函数 极限 
pe TT 


10. 令 Jf,(z) 二 sinnz, 证 明 当 nn 一 oo 时 f(x) 之 广义 函数 极限 为 0( 这 就 是 傅 里 叶 级 
数理 论 中 的 著名 的 黎 曼 一 勒 贝 格 引 理 ), 但 除 在 xz 一 士 mx(m 二 0，1，…) 外 , 逐 点 极限 
不 存在 . 

[提示 : 参看 数学 分 析 教 本 中 关于 黎 昌 一 勒 贝 格 引 理 的 证 明 . ] 

11. 证 明 磨 光 核 gq.(z)( 见 8$2 定 理 2.2.4) 的 多 '(R") 极限 为 SCz). 

12. 证 明 ; 车 w € 多 (0), gE€ CF(0), sing suppz 门 suppp 一 人 四, 则 (xz ,9p) 一 0 及 


ou 一 
13. 证 明 : 者 ww € 多 '(0), gE€C™*(0), suppu (| supp ?= OO, 则 pu € C™ (0). 
texz ， >>0 
14. 邻 f,(7) = ( , 则 当 上 一 co 时 
0， TX0 


Us 一 10 (于 2 00) 中 ). 
15. 设 w EE CY(R”) 满足 
0 ， k, 
|z"w nar 一 | lol < 
al ， 当 |a| 二 上 上 . 
令 U(XT) = 二 e "w(xz/e). 则 当 e 一 0 时 有 


ue> 29 (于 多 '(0) 中 ). 
| 


al| 一 上 
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3 4. 一 坚 闻 用 的 广义 唤 数 


1. 广义 函数 局 与 z+ ”如果 f(x) 是 局 部 可 积 的 , 则 它 定义 一 个 广义 函 
数 ， 这 一 点 已 在 上 一 节 中 详 述 了 ， 如果 f(z) 在 例如 xz 二 0 处 有 不 可 积 的 奇 
点 ， 则 积分 |f(z)p(z)dz, glz) E (0D) 不 一 定 有 意义 . 但 车 f(zx) 只 有 工 一 
0 这 一 奇 点 , 而 接近 于 zx 二 0 时 p(x) 三 0, 这 个 积分 仍然 有 意义 . 现在 要 问 ， 
是 否 可 以 在 9Cz) 于 zx 二 0 附近 不 恒 为 0 时 , 给 上 述 积分 (通常 是 发 散 积分 ) 一 
个 定义 , 使 当 在 z 二 0 附近 Cz) 三 0 时 ,这 个 定义 与 通常 的 积分 一 致 ? 这 个 
问题 称 为 发 散 积 分 的 正则 化 问题 . 下 面 我 们 就 从 R 上 的 函数 f(z) = zz 开 
始 ， 这 里 


A 
X4 一 (36) 
0 ， TX 二 0 多 


4 是 一 复数 . 当 Re4 二 一 1 时 , z+ 是 局 部 可 积 的 , 它 作为 广义 函数 的 定义 是 自 
明 的 ,而 且 当 ex 之 0 时 有 
人 一 AZ 二 1. (37) 
事实 上 , 对 任意 PCz) € 多 (R), 由 分 部 积分 法 ， 
d ， a .~ 
(FT7T+ 9) 一 一 | XP' (xX)dz 一 一 lim| ZiD (rT)dr 
— lim BS 十 和 多 | zcoDaz | 


é—0 


= lim [ep(0) + 2 | zcoaz] (38) 
因为 ReA > 0, 上 式 前 一 极限 为 0, 而 最 后 一 项 极限 即 为 4 | ”zip(z)dz = 
(zf DW) 于 是 (37) 式 得 证 . 当 ReX 之 一 1 时 ， |” zip'(z)dz 仍 有 意义 ,而 
1 | “ziglz)dz 一 般 是 发 散 的 , eg(0) 当 s 一 0+ 时 则 可 能 趋 于 co. 但 我 们 车 
略 去 这 一 项 ， 则 不 妨 以 一 支 | mp"(Cz)dz 作 为 | “zx*-'g4z)dz 的 定义 .一 
般 地 说 来 ， 可 以 考虑 

1.(p) = | zyCzaz ， (39) 
设 4 不 是 整数 , 取 N 为 使 ReX 十 N 之 一 1 的 最 小 整数 ， 则 由 分 部 积 法 可 得 


+o0 二 
TCD 一 (一 D?| 


ZL wm Jd 
AF1D…AFN) “7 
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N—1 


+ 2 AP? (Oatiti + ol1). 
系数 4; 很 容易 计算 . 这 里 第 一 项 是 有 限 数 , 而 >) * 是 各 阶 无 穷 大 量 . 所 以 ， 


我 们 不 妨 说 , 我 们 已 将 一 个 发 散 积分 | z'pCz)dz = lim I.(P) 分 解 为 一 个 
有 限 数 与 个 ertit1(j = 0,1,…,N 一 1) 阶 的 无 穷 大 之 和 .所 以 有 理由 称 第 
一 项 为 发 散 积分 | “zyg(z)dz 的 有 限 部 分 , 记 作 pf | zcpaz 可 以 证 
明 , 将 1.(9) 分 解 为 以 上 的 无 穷 大量 与 一 个 有 限 数 之 和 的 方法 是 唯一 的 .类似 
于 此 ， 对 于 
1 | 0 ， ya > 0 9 
在 一 一 
| 工 | ， Z<0. 
我 们 也 可 以 定义 pf | zyp(Cz)dz. 总 之 我 们 定义 广义 函数 区、z 如 下 ;对 
任意 PE 儿 (R),， 
(X44, 9) = pf | xg)dz ， 
， (40) 
(Xx, 9) = pf | [zl’pCzr)dzr. 
这 里 有 两 点 应 该 注意 ， 
(1) 车 在 x = 二 0 附近 p(x) 二 0, 则 pf | xp)dz 一 | zp)dz. 
(2)I.(9) 的 展开 式 实际 与 N 的 取 法 无 关 , 当 取 更 大 的 N 而 使 RelT N、 
0,， 所 得 的 结果 仍 是 pf | “zp(z)4dz， 这 实际 上 就 是 


0 Az4 !， 4 天 0， 一 1， 一 2，%… . (41) 


这 两 点 留 作 习题 . 
2. 柯 西 积 分 主 部 。” 当 4= 一 1, 一 2,… 时, 在 上 述 分 部 积分 中 将 会 出 现 
mn e. 例如 取 4== 一 2， 有 


| rT ‘(TX) dr =| zip'(z) dz + ple)e ! 
TE € 
一 一 | dnz)p "Cz) dz 十 He)e 一 PIC(e)lnes . 


这 时 ,我 们 似乎 可 以 取 第 一 项 为 pf | zc dx, 但 是 实际 上 我 们 宁可 采 
用 


CCP (0) 一 | nzwda) dz 
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作为 pf | zz9(z) dz, C 的 值 如 何 决定 见 下文 . 这 样 的 例外 是 容易 想见 的 ， 


因为 若 在 (41) 式 中 令 4== 0， 将 得 到 一 ~ H(z) 一 0， 而 实际 上 应 该 是 人 H(z) 


= 0(7). 我 们 的 目的 是 想 尽 可 能 保持 (41) 式 ， 而 由 上 例 来 看 , 当 4= 二 0, 一 1， 
一 2, … 时 , 应 该 在 (41) 式 右 方 出 现 SCz) 或 其 微 商 . 事实 上 ， 寿 记 


十 ee 
1 CDP) =| XT “p(X) dz 


__l1 Eh+1 | +1 


_ 1—k 和 2 一 & 1 
EI Ye) 十 DR Ys) 
十 ] WE "(xr) dz 

(Rk — 1) Ck— 2) 了 
] _1 kl) 
ER 9 (7) dr 
< 一 2)! 力 j 十 1 一 
十 3 一 ~ (ee)e 
一 一 二 一 加 lnz。9 (X) dz 一 lne gv) 
和 一 2)! 7) Jj 十 1 一 4 
十 > 一 ~ (e)e 


将 最 后 两 项 中 YP Ce) Sp v0 按 e 的 泰勒 公式 展开 : 
yP Ce) = FH 0) + HHP 0)e 十 … 
er 


k—1) 7 
A 证 一 一 廊 | 


十 ole 一 )， 
于 是 
ln e :ny/.、 lne 1) 
(& 一 TY (一 从 一 TY (0) 二 2 ， 


(kJ 2)1 op 十 1 一 < ) j 十 1 一 上 
2》) TY (e)éei 一 2 4 (0)e 


十 | 9 "工大 十 一 /一 Di + o(1) 


k—2 
= YAGI Ot 十 fe ol 5 了 |/C 一 1)1 十 o(1)， 


4 ,是 适当 的 常数 ,把 这 些 结果 代入 (42) 式 ， 即 知 | dz 的 奇异 部 分 
是 
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-- 
YA? er 一 1 TY "(0) . 
赂 去 这 个 奇异 部 分 即 得 发 散 积分 的 有 限 部 分 为 : 


十 ee 加 1 十 oo 
pf | XT “HX) dr =— | (nz79e (zr) dz 
0 — 1)! Jo 


(k 
k—1l 
+ to)| Y， 了 | /一 DLL， (43) 
j=1 
这 里 & 一 2， 3，…， 而 当 & 一 1 时 有 
二 oo +o0 
pf | Z OCTZ) dz 一 一 | (nz)p'(zx) dz. (44) 
如 采用 广义 函数 的 微分 关系 来 表示 ， 则 有 
(~ 1)*! D (Dv Hl 
Z+ 一 [OE YR Zz) 千 十 (RR— 1 On (Zz) sr 
Xi! 二 一 (ln x)’'.,， 
其 中 
ln z， ， 
dn x), = nm 并 二 0 


由 此 可 以 得 到 代替 (41) 式 的 


rh 


改 散 积分 的 有 限 部 分 最 时 是 出 法国 数学 家 阿达 马 提 由 的 . 它 实 际 上 是 
广义 函数 的 来 源 之 一 . 
我 们 可 以 用 同样 的 方法 定义 二 


(ze 9) = (rr, 9 ). 
我 们 特别 要 看 一 下 zfl! 一 zx-!, 我 们 有 


(ZI 一 zl， 9) =(ril, 9— 9) 


V(r) ,k=0,1,2,.. (45) 


二 一 | an rz)[9'(z) + 9p'(— zr)Jdr 
一 一 | dan [zl)P (zr) dz. 
因此 ， 若 记 二 二 X+ 一 Z- (注意 ,双方 均 为 奇 广义 函数 ) ， 则 上 式 表 示 
一 = (ln |z|)’. 


这 是 数学 分 析 中 熟知 的 公式 , 但 是 它们 的 解释 不 同 ， 因 为 十 现在 是 一 个 广义 
函数 ， 其 定义 是 


40 第 二 章 ”广义 函数 


1 pre l 
(二 网 =| 工 [pz) — H— x)] dz 


e>0+ |z|>e 十 


此 式 最 后 一 项 不 是 通常 的 广义 积分 ,而 是 | ”从 qz 的 柯 西 主 值 ， 记 作 
PV | ”从 如 dx， 所 以 我 们 用 它 Wn 而 有 


PV 二 一 (ln |zl). (46) 


3. 站 它们 定义 为 二 二 (e 之 0) 当 e 一 0+ 时 在 


多 "中 的 极限 ,那么 nt 入 们 知道， 例如 
一 [ln (z 十 ze)] ， s 之 0. 


二 ZE 
二 二 和 1n(z 十 ie) 都 是 局 部 可 积 函 数 ， 所 以 上 式 在 古典 意义 下 和 广义 函数 
意义 下 都 成 立 . 由 定理 2. 3. 11 我 们 知道 在 2 ' 意义 下 


lim 


lim = 二 一 = Llim ln(z 十 ze) | . 
但 是 
ln(z 十 ie) 一 ljnlz 十 21| 十 zarg(z 十 18). 
这 里 确定 复数 z= 二 z 十 ie 的 幅 角 之 值 的 规定 是 , 当 z 从 Imz 之 0 处 趋 于 正 实 


值 时 ,argz 规定 为 0. 因此, 当 z 从 JImz>0 趋 于 负 实 值 时 ， 其 值 是 rx. 所 以 


lim ln(z 十 ze) 一 lnlzl 十 ~ 0 
e>0T N11, 二 0 
=ln|z| 二 + zi[l — H(z)]. 
/ 4 l \ 
于 是 我 们 得 到 一 二 的 定义 如 下 
- + = dnlzl)’ — nid(z) = PV = — Aid(x). 
从 这 里 可 以 得 到 一 些 在 物理 学 中 很 有 用 的 公式 
1 1 
OT) = 世 | 区 十 10 -| , (47) 
] 1 1 1 
PV 二 = 二 | 二 有 十 二 (48) 
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习 题 
1. 者 yz) 在 工 =0 处 有 不 可 积 的 奇 点 , 而且 可 找到 一 个 广义 函数 zx(z) 使 发 散 积分 
| rzywmyaz 正则 化 , 即使 w， 风 一 [f(z)gz)adz, 试 证 w 十 Dc8%(z) 也 使 
|ftz)gcz)dz 正则 化 . 


2. 证 明 本 节 定 义 的 pf | zxp(z) dz 当 gLz) 在 z = 0 附近 恒 为 0 时 就 是 通常 的 积分 . 
3. 证 明 ， 


d 
A—1 | 
77+ 二 Arz+ 1 ， XT*X4= rH!; 
d _ 
F777 = Ar! 9 Z。X4 =— r+, 


4. 在 记 |z1|*== x4 十 Xz, |zl*sgn 工 二 x 一 x, 证 明 它们 分 别 是 偶 的 和 奇 的 广义 范 
数 , 而 且 
| 


ad A A—1 ad _-__ 1 一 1 
了 | 并 | ~ Alzil’isgnz, 有 (| sgn Z) = 4 并 | 一 1 


5。 茶 ReA 半 一 nn 一 (4 和 天 一 1,C— 2， 一 72)， 证 明 可 定义 
pf | zc dz 
0 


Ta 一 


1 


— | mi[pCz) — (0) — zo'(0) 一 


gf 1) 
+t], pn dst PD BT 
它 也 是 | “zag(z) dz 的 一 种 正则 化 ， 
6. 在 纪 中 求 以 下 的 极限 
ot+ 广 2 23 
并 由 此 证 明 在 数学 分 析 中 十 分 重要 的 公式 ，: 


lim | ~ 3 dr =+ rp0), 9E DR) ， 


5. 去 文集 广义 困 数 


1. 基本 定义 ”我们 要 提出 一 个 值得 注意 的 事实 : xE 儿 ' (0) 原来 是 定义 
为 2 00) 上 的 泛 函 , 但 对 于 不 一 定 具 有 紧 支 集 的 函数 p，(x , 9) 有 时 也 可 能 
是 有 意义 的 ,只 要 天 = suppz 门 supp 9 为 紧 集 即 可 . 实际 上 , 作 一 个 截断 函 
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数 a(rz) E CY 使 在 玉 上 a(Cz) = 1, 则 有 
p(T) = a(rT)PT) 二 (1 — a(z)) p(T) . 
第 一 项 ap € 多 , 因此 (x,ap》 有 意义 . 第 二 项 (1 一 a)8 在 suppu 附近 恒 为 0. 
因为 在 suppu 门 suppp9 上 ,1 一 a 二 0. 在 suppw 人 门 (supp 9 的 余 集 ) 上 9 三 
0， 所 以 
(uu, (1 一 a)p) 王 0. 

今 定 义 (， 久 = 二 (wu , ag) 即 可 将 x 的 作用 推广 到 这 种 2 上 去 . 可 以 证 明 , 这 
样 定义 的 (x ,9) 之 值 与 a 的 选取 无 关 ， 所 以 这 个 定义 是 合理 的 . 

按照 这 个 说 明 可 知 , 设 天 一 suppz 为 紧 集 , u € 多 '(0), 则 也 可 作为 
C”(2) 上 的 线性 泛 函 , 它 的 定义 即 为 (x , 9) = (u , ag), 其 中 a(z) 为 使 在 天 
上 等 于 1 的 CY (0) 截断 函数 . 上 面 已 经 说 过 , 这 个 定义 与 a 的 选取 无 关 . 但 
是 ,为 使 这 一 线性 形式 连续 , 则 需 定 义 C” (2) 中 的 收敛 性 ,， 即 对 C” (02) 赋 以 
拓扑 , 下面 的 定义 给 出 了 这 个 拓扑. 

定义 2.5.1. 空间 8(Q2) 是 对 C™( 人 2) 空间 赋 以 下 面 规定 的 收效 性 以 后 
所 成 的 空间 : VPCz) 一 0 于 CGO) 中 即 在 任 一 紧 集 天 所 人 中 对 任 一 选 定 的 重 指 
标 a，9“g(X) 避 为 一 致 收敛 于 0. GO2) 上 的 线性 连续 泛 函 之 集 记 作 5 ' (2)， 
其 元 即 称 为 '( 人 2) 广义 函数 . 这 些 泛 函 的 连续 性 ( 即 当 一 0 于 2(82) 时 ， 
有 (xz ，9) 一 0, uw EB@'( 人 2)) 等 价 于 下 面 的 形式 表述 ;存在 常数 C, 整数 m 过 
0 以 及 紧 集 天 于 吕 使 

[lu ,9) | SC 2 supl3“9(z)| ，9E S(O). (49) 


关于 上 述 等 价 性 的 证 明 , 作为 习题 . 

本 节 的 基本 定理 即 说 明 2'(0) 广义 函数 就 是 具有 紧 支 集 的 广义 函数 ， 
即 有 

定理 2.5.2. BIO) 一 (zi Ww €E DG'(0), suppu CC 0). 

证 ” 设 wE€E 终 '(0), 且 suppz 为 紧 , 则 可 取 XECo(0), 自 XxX(x)==1 
于 suppw 的 某 个 邻 域 上 , 记 开 = suppX, 对 任意 9E€ BC(02), 由 (23),， 有 

Iu, P|=|(u , x9)| 
<C > sup|9" XP) | 


lal<% 


(50) 


<C! >, supla’g| ? 


lals# 


因此 w € @ '(0). 

反之 , 车 u € 8 '(0), 因此 自然 地 有 zw 多 '(0). 今 证 suppz 为 紧 . 用 
反 证 法 . 设 suppx 非 紧 ， 因 而 无 界 ( 紧 集 即 有 界 闭 集 ， 所 以 suppw 非 紧 时 必 
为 无 界 )， 所 以 一 定 有 wp(Cz) EB(0), 而 supp 9 性 suppzu 门 (zx; |zl 二 7)， 使 
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(zx ,9) 天 0. 同时, 不妨 设 (wx ,By = 1. 但 若 取 任 一 紧 集 天 COQ， 必 有 正 束 
数 广 使 玉 C (zi |z| 过 入}. 所 以 凡 j 宝 必 有 二 0 于 居中 , 即 知 9 一 
0 于 5(02) 中 ， 而 应 有 (xz ,， 9) 一 0， 这 与 (xp) 一 1 矛盾 . 所 以 B CO) 之 元 
必 为 多 '(0) 之 元 而 有 紧 支 集 者 . 证 毕 . 

由 此 可 知 Z (CO) C 儿 '(0). 所 以 , 前 面 各 节 中 所 讲 的 关于 广义 函数 的 
运算 、 性 质 等 等 对 于 2 '(0) 之 元 也 都 成 立 . 又 zi 一 0 于 CE (2) 中 即 对 于 任 
意 PEGE(CO)， 名 有 (zx 8) 一 0. 但 多 (0)CEO), 所 以 对 任 一 个 9€ 多 (0) 
也 有 (wj, 9) -> 0. 所 以 又 有 wy 一 0 于 多 '(0) 中 . 所 以 不 但 作为 一 个 集合 
Z'(0) 包含 于 多 '(0) 中 而 且 Z'(0) 中 的 极限 关系 在 多 '(0) 中 也 得 以 保持 
(所 以 前 述 多 '(0) 的 极限 的 性 质 对 2'(0) 依然 成 立 ), 这 种 情况 称 为 2 '(0) 
连续 嵌入 在 多 '(0) 中 , 记 作 

BIO) CC DTD'N). (51) 

2. 广义 函数 的 局 部 构造 ”前 面 已 经 看 到 , 广义 函数 是 局 部 可 积 函数 (其 
中 包括 连续 函数 ) 的 推广 , 在 这 种 推广 下 , 对 一 切 连 续 函数 都 可 以 求 任意 阶 
微 商 . 问题 在 于 : 这 种 推广 到 底 能 走 多 远 ? 现在 我 们 试图 对 它 作 出 一 个 回答 ， 
从 本 质 上 说 , 广义 函数 无 非 是 连续 函数 的 有 限 阶 微 商 . 具体 地 说 , 我们 想 要 
证 明 下 面 的 定理 . 

定理 2.5.3. 设 xEEGGICO)， 人 及 人 0 为 R" 中 的 开 集 , 且 人 2 CCO， 则 
可 以 找到 一 个 支 集 在 页 的 菜 一 邻 域 中 的 连续 函数 和 整数 m 汪 0, 使 得 在 人 0 
上 

M 二 Chl 。 
Qz7 GDzm 

这 个 定理 的 证 明 需 要 一 些 实 变 函数 和 泛 函 分 析 的 知识 , 所 以 我 们 略 去 不 
证 . 如 果 读 者 有 兴趣 , 可 以 查阅 任 一 本 有 关 广 义 函 数 的 专 书 , 例如 : 罗 巴 斯 
一 尼 托 著 的 《广义 函数 引 论 》( 欧 阳光 中 等 译 , 上 海 科学 技术 出 版 社 1981 年 出 
版 ) 就 是 一 本 很 好 的 书 . 

值得 注意 的 是 , 由 (52) 式 可 知 , 若 pE B(0) 的 支 集 在 9, 中 , 则 由 微 商 
公式 


(52) 


(4 ,9) 一 (一 D™ | ra)argCz)dz . (53) 
在 本 章 一 开始 我 们 就 是 由 
(u ,9) = |f wp dz 


来 引入 广义 函数 的 . 现在 看 到 , 一 般 的 广义 函数 由 于 有 (53) 式 ， 比 之 上 式 并 
没有 走 太 远 , 只 不 过 f 的 选取 还 与 g(x) 的 支 集 (而 不 只 是 Lx) 本 身 ) 有 关 ， 
所 以 上 述 定 理 称 为 多 '(0) 的 局 部 构造 定理 . 粗略 地 说 , wx € 多 '(0) 必 局 部 
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地 是 某 个 连续 函数 的 有 限 阶 微 商 . 
这 里 再 给 出 一 个 概念 即 广义 函数 的 阶 : 使 (23) 式 成 立 的 最 小 整数 之 0 
称 为 广义 函数 /在 天 中 的 阶 . 如 果 对 任 一 个 , 阶 & 均 为 有 界 的 , 则 称 sup 为 


1 的 阶 , 而 且 称 1 为 有 限 阶 广义 函数 . 容易 看 到 ,6(z) 是 0 阶 的 . 注意 ,(53) 中 
的 |a| 不 一 定 是 xz 在 人 中 的 阶 , 而 可 能 略 大 一 些 . 
再 回 到 2 (2) 广义 函数 . 由 于 它们 都 是 有 紧 支 集 的 , 故 可 取 们 为 w 的 支 
集 , 而 得 
定理 2.5.4. 对 ww E€@'(02) 必 可 找到 若干 个 连续 函数 f。 使 在 人 2 上 
2 一 D9°f.(z) . (54) 


lal<r 

这 是 一 个 整体 构造 定理 . 由 它 可 以 推 知 , 一 切 2 (02) 广义 盟 数 都 是 有 限 
阶 的 其实， 由 (50) 也 可 证 明 如 '(Q2) 是 有 限 阶 广义 区 数 . 

还 有 一 个 有 意义 的 结果 : 

定理 2.5.5. 车 suppu 二 (0), 则 必 可 表示 为 6(X) 及 其 微 商 的 有 限 线 
性 组 合 . 

证 ” 设 的 阶 数 为 &( 二 十 20), 车 p9E€ Ce CQ), 人 为 原点 的 一 个 邻 域 , 由 
泰勒 公式 ， 

gz) = 5) orp(0) ze + 9(7), 


lal<# 


其 中 7 EC™ 满足 3"7(0) = 0, |a| 委 &A 我 们 可 证 明 x(7) = 二 0, 于 是 
&U (内 一 2 (— 1)a9g0) = > (~— 1)'"a.l6 ,9°9) 


|c| < |c| < 


一 > ,au(9"6 9 0) ， 


|e| 入 


其 中 a 一 全 wz， 
“= u(x"), 这 意味 着 
1 一 >》,， as6. 


|c| < 
下 面 证 明 x(7) 二 0, 令 XECF(R"), 且 当 |z| 过 e 时 Xz)=1, 当 |z| 之 3e 
时 X.(x) = 0， 则 当 |z| 二 时 ， 7(1 — Xe) = 0,， 但 suppu = {0},， 使 得 
‘wu,7(l1 一 Xe) > 一 0， 所 以 (xy7) 一 《MU ， nXe), 因此 


| Cu ,7)| <c ,supla" (yx) | 9 


lal<& 
按 莱 布 尼 茨 公式 ，3"(IXs) = 二 >,ca 73"X， 且 当 |e| 三, |zx| 过 3 时， 
da 
1a“XeCz)| 委 Cee 37(z)| 委 Ce ， 于 是 可 证 得 
[ze ,7)| 寺 C's, 
其 中 C; 与 € 无 关 (€ 二 1)， 由 e 的 任意 性 可 得 到 | lw 9 7) | 一 0， 好 《ww 9 7) 二 0， 
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于 是 定理 获 证 . 


习 题 
1. 设 人 是 R 中 的 紧 集 , Xk (5 为 KK 的 特征 防 数 , 证 明 Xk E EB'(R), 有 目 它 可 以 表示 为 
一 个 连续 函数 的 导数 . 
2. 证 明 ” 维 狄 拉克 测度 8 可 表示 为 
S$ 一 a"H ， 
ar" ax, 


这 里 五 是 维 赫 维 赛 德 函 数 . 
3. 设 9 一 0( 于 BC(0)), 则 对 任意 XE CY(Q2) 有 Xp 一 0( 于 多 (02)), 反之 亦 成 立 . 
4. 证 明 2 (02) 连续 性 等 价 于 不 等 式 (49). 
5. 证 明 9?6 二 6 是 一 个 |p| 阶 广义 函数 . 


第 三 章 卷 积 


9 1 了 鸭 数 与 广义 鸭 数 的 郑 积 


1. 函数 与 广义 函数 的 卷 积 在 第 二 章 》2 中 已 经 定义 了 两 个 连续 函数 
(其 中 至 少 一 个 具有 紧 文 集 ) 的 卷 积 是 


(fx g) (7)= | rongCz _ ydy(= (f ， (reg)  )) 


一 | Fe — y)gC)dy(= ((rf) ，g)) 


一 (gx f) (x). 
现在 我 们 可 以 逐步 推广 上 式 来 定义 广义 函数 与 广义 阻 数 的 卷 积 . 
定义 3.1.1 若 fE 儿 I'(R’"), gECoe(R") (或 1EE'(R’),gE 
C™(R")), 则 可 定义 ff 和 g 的 卷 积 为 


Crxg)(z) = (ff, (rg) =f(:) ,g(r —*)). (1) 

因 g(y)EC?(R"), 对 任意 固定 的 x, g(x 一 y) 作 为 y 的 函数 仍 是 CY (R") 
函数 ， 所 以 (1) 是 有 定义 的 (对 ffE2B'(R"), gEC”(R"),，(1) 仍 然 是 有 定义 
的 ). 

例如 ， 对 任意 的 fFEC™”(R"),， 有 (fx6)(zx)==f(z). 

引 理 3.1.2 设 wCR" 为 开 集 ，p(Czyy)EC” (COXw) 且 有 紧 集 天 CO 满 
足 当 并 E 开 时 有 pzyy) 王 0 对 任意 yEow 成 立 . 如 果 xESG OO)， 则 函数 y > 
(KK ，P(。， y)) 是 一 CC 函数 ， 且 

0>(U ，HJ(，， y)) 一 《UL , 99(*,Yy)). (2) 

证 ”对 固定 yEw，P(。,y)ECeG2)， 它 关于 y 的 泰 勤 展 开 式 是 


PCZ yy 十 hh) 一 p(T,Y) 十 2 hi9, Fx,y) 十 pT,y,h) 9 
j=1 


其 中 "A . ,yh)ECoe (2), 且 
sup|9ay(z,ysh)| = O00h|:?), 当 h—>0,VYa. 


因 为 | (zx 9 /A ” ,yh)) |<e 人 >， SUP la (rz,y,h)|, 故 (z 9 J 。 ,ys 有 hh)) 一 
le< 人 


O(C| 居 |)， 所 以 
《wu ， 0D(。，y 十 hh)》 一 《MX ， DPC(。，y)》 
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十 hlu , 9, 9°,y)) + Oh|) ， 
故 函 数 (zx 9 DO 人 ,y) ) 是 可 微 的 ， 且 有 

9 

ay,* 9 2D(。， yy) )》 = (u 9 0 Pp(* ,y)) 9 


用 归纳 法 便 可 证 明 (2). 
定理 3.1.3 若 f€E 多 '(R"), gECF(R")( 或 ffEE'(R"), gEC™(R")),， 


则 
1) f x* gEC™(R'"); 
2) supp(f * 9)Csupp fi+suppo?; (3) 
3) 9°(f x*9=fx9"g9=(9°f) x9. (4) 


证 1) 可 由 引 理 3.1. 2 直接 推 得 . 

2) 设 ZEsupp jj 十 suppp， 即 不 存在 <, 使 得 同时 有 EE supp FF，z 一 上 E 
supp 9， 但 后 式 就 是 上 Esupp((rzp) “ )， 所 以 supp f {|supp( (rt:9) =8, 而 
由 广义 函数 的 支 集 的 定义 知 ， 当 supp f 人 supp 9 二 入 ,ffED'(R'), 9€ 
Cr CR") 时 ( 广 , 9 一 0. 于 是 有 


CrxJ(z) 一 (FrPD )=0, 

即 zxEsupp(f * 9). 

3) 因 (fx9(z)= 二 (ff ， g(x 一 .)), 故 由 引 理 3.1.2 及 广义 函数 的 微 商 的 
定义 可 得 

9°(f x PX) = (ff ,90x —:)) = (9°f , 9x —*)), 
即 3) 成 立 ， 由 此 还 可 以 得 到 ,对 任意 a==al 十 a; 都 有 
9°(f x*9) = (9%"f) x (9%9). 

为 了 证 明 卷 积 运 算 的 可 结合 性 , 我 们 需要 一 个 引 理 . 

引 理 3.1.4 设 QCR", wCR” 为 开 集 ,， 9E€CF (0Xw) 且 supp 9C 
KXK,, 这 里 KC, 尺 ,Cw 为 紧 集 ,如果 UE 儿 '(02), 则 


| 9 PC。 y)7Cy = (x 9 jmsay) 。 (5) 
证 由 引 理 3.1. 2 知 (x，98(*,y) 是 光滑 函数 ,， 且 其 支 集 含 于 天 :， 所 以 是 
可 积 的 . 为 简便 计 可 扩展 天 :为 刀 维 正方 体 天 :, 则 积分 可 取 在 天 上. 等 分 尺 ， 
为 边 长 为 h 的 小 正方 体 , 可 作 黎 曼 和 
Dj us, pCR)h™” = Cu , > pe ,kh)h”™), 


kEZ™ kEZ™ 


令 h>0, 则 一 方面 > (we ,Fs 所 ))h" 一 |(u ,gL…，y))4dy， 另 一 方面 
blz) = DD Hkh)h" > |pzsy)dy ， 


AEZ” 
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不 但 如 此 ， 还 可 证 明 这 里 的 收敛 性 是 多 (0Q) 中 的 收 僵 性. 这 首先 是 因为 
supp 内 及 supp | rz,y)dy 都 包含 在 Ki 内 ,9(z,y) 在 Ki1XKs 上 是 一 臻 连续 
的 ,因此 ， 上 式 的 收敛 性 关于 二 是 一 致 的 , 此 外 对 任意 重 指标 a 又 可 证 明 当 
A ->0 时 ， 对 zE 天 ;一 致 地 有 
9 f(r) -> |aspcz, yay 
于 是 知道 上 式 是 多 (0) 中 的 收 全 性 ， 所 以 (5) 式 成 立 , 作为 一 个 习题 ,请 读者 
详细 写 出 这 个 证 明 . 
定理 3.1.5 若 p, JECY(R"), 且 fED'(R'"). 则 
(f xp)xp= fx (yxp. (6) 
证 fxyJEC(R"), J 9EC>R'), 
(Cf x) * Pz)= |) , Gz — Gr 一 dz 


= (f(.)， [We — .p(x — z)dz) 


= (f(.),， |%cz — UO—*。)9p(u du) 
= (fC(°) , (yx 9 (zrC—*)) 
= (fx* (gx) (zr). 
2. 广义 荡 数 的 正则 化 ”前 章 中 就 广义 蚂 数 的 构造 定理 指出 , 广义 函数 
并 不 是 经 典 孙 数 概念 的 漫 无 边际 的 推广 . 因为 每 一 个 广义 函数 局 部 地 都 是 某 
连续 范 数 的 有 限 阶 微 商 . 现在 还 可 以 进一步 证 明 每 一 个 广义 函数 都 可 以 用 光 
滑 荐 数 去 和 逼近， 其 方法 就 是 第 一 章 讲 的 磨 光 技 巧 ， 就 是 用 磨 光 核 去 作 卷 积 . 
这 里 我 们 再 提醒 一 下 , 磨 光 核 就 是 一 个 函数 PE CT (R"), 90 而 且 |w(z)dz 


= 1. 我 们 常 记 gCz) 一 er"p| 王 |, 则 有 [hz)dz 一 1， 而且 当 e-0 时 ， 
supp (zx)—> {0). 

定理 3.1.6 任 一 广义 函数 党 可 用 C=“(R") 函数 在 多 ' 意 义 下 电 近 . 

证 ” 任 取 磨 光 核 q(x), 则 对 SED'(R"), 由 定理 3.1.3, (S x q) (x) 一 
(S(.) ;R(x 一 :))EC™”(R), 今 证 Sxg>S( 于 多 ' 中 ). 为 此 任 取 YE 
乡 (R"). 注意 到 对 任 一 广义 函数 了 EC (R)， 

(Tx 0) 一 人 T() ,yO—))=(T,Y). 
所 以 (Sx mg)=((CS x A) x gg )(0)=(Sx* (px $y )) (0)=(5, 


(x) ”)=(S ， 9 .xY). 注意 , 这 里 我 们 应 用 了 定理 3. 1.5( 卷 积 的 
结合 律 ) 及 等 式 (f*xg) ”= 二 了 * 9 (请 读者 作为 习题 自己 证 明 ), 考虑 到 
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9 和 一样 也 是 磨 光 核 , 所 以 可 知 如 x J >yJ( 于 儿 (R") 中 )， 从 而 
lim(S * g, $) = lim(s ， Gexp) = (5 ,Y). 
即 是 说 S x gq.—>5S. 
这 个 定理 可 以 进一步 改善 为 : 每 一 个 广义 函数 都 可 用 儿 (0) 函 数 去 通 
近 . 这 里 20CR" 是 任意 开 集 . 
定理 3. 1.7 若 SEYD' (ON), 则 必 可 找到 一 串 SjE YD (ON), 7] 三 1， 2， “**, 
使 得 


证 证 明 的 关键 是 用 一 串 适 当 的 截断 函数 去 “剪裁 "*S. 为 此 作 一 串 开 集 
0C0O: 


0; 二 {zx; x € 0 而 且 满足 |z| <j 及 dist(z,90) > 二) ， 


当然 QICCO:CCC…， 而 且 U 人 一 们 ， 这 种 情况 我 们 常 说 是 开 集 序列 {0;} 上 
升 地 穷竭 于 02. 作 一 串 截 断 函 数 Xx; 使 supp Xj;CQi41 而 在 6; 的 一 邻 域 上 一 
1. 于 征 对 纪 的 任 一 个 紧 子 集 玉 ， 只 要 取 j 充分 大 , 必 可 使 CQ;, 从 而 X= 
1 于 天 上. 请 注意 ， 这 种 作法 是 十 分 常见 的 . 

于 年 绸 像 上 面 一 样 作 磨 光 核 p;, 其 中 gp 满足 suppy C{zi |z| 声 1}. 故 
当 XEsupp 8; 时 ， 有 Ee 从 而 

supp 中 /十 suppX; CC ,CN. 
Xj-1S EG (2)， 我 们 作 
9 一 XS) pj = (XS)y) ,pr — y)), 

很 明显 S;ECY(R"), 而 且 suppSiCO,， 即 SiESGC2). 以 下 即 可 如 上 面 的 定 
理 3. 1. 6 一 样 证 明 S,>S( 于 夕 '(0) 中 ). 

在 第 二 章 中 我 们 讲 到 许多 物理 学 家 曾 用 函数 序列 的 极限 去 定义 SCz)， 
其 实 , 他 们 用 的 都 是 些 磨 光 核 gj;， 因 为 (X;_16) x 9 二 6 x 9; 二 9;, 现在 我 
们 看 到 ， 这 是 一 个 很 具有 一 般 性 的 程序 . 


习 题 
1. 车 f(x,y)E 儿 (0,X0,), 证 明 积 分 和 DFE, Az 在 2(CQ,) 中 收敛 于 
|f(z,waz. 
2. 设 SEEB'(R!'), TEGE(R!'), 我 们 定义 5S 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
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LM) 一 (393() ，e 一 )》， 
证 明 Sx 了 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
ssT(M) = Ls (4M) Lr(N). 
3. 着 fE 夕 '(R"), gEZ(R"), 证 明 
(f,g) > /fxg 

是 双 线 性 映射 , 而 且 对 f 与 g 分 别 是 连续 的 . 

4. 设 fEB'(R"), g 是 一 个 mm 次 多 项 式 , 证 明 fxg 也 是 一 个 mm 次 多 项 式 . f x 1 等 
于 什么 ? 

5. 设 xE 纺 '(RI)， 证 明 可 用 自然 方式 定义 xzES2 (R?) 如 下 : 


(u ， 0) 一 | ec 9 D+ ,Ts ,Tn) dr dr,, Vy PE DD(R"). 


$2 厂 义 黄 数 的 吞 积 


1. 两 个 广义 函数 卷 积 的 定义 ”首先 说 明 一 下 ,广义 函数 作为 多 (R") 上 
的 泛 函 ， 即 x€E 夕 '(R")， 则 对 任意 PE CT CR") ，( ,， 9) 确定 为 一 实数 (或 复 
数 )， 且 若 zxzEG (CR?")， 对 任意 PEC8F CR" )， 使 (0 一 人， 2， 则 za 
二 ws. 但 我 们 还 可 以 用 卷 积 给 出 wi 二 ws 的 另 一 种 条 件 . 利用 定义 3. 1.1 知 道 对 
于 uuEYD'(R), gECo (R"), 


(u ,9) = (ux 9)0). (7) 
所 以 对 于 xl ，x EC(R?") ， 可 从 等 式 
Ul XP— Us, ¥* 9Y, VoECo(R") 
推出 Ul— is. 
两 个 广义 函数 卷 积 的 定义 ， 可 由 弥 ' 广 义 函 数 与 Cr 函数 卷 积 定 义 推 广 
而 得 . 如果 fE 儿 '(R"), g,， 9pECY(R"), 则 由 定义 3.1.1 及 定理 3.1.5 知 
((fxg) ,PD= ((f xg)x p) 0) 
= (fx (gx 9))(0) 
一 (上 9 (8 关 9 ) ) 
(f(.) ， Cg 9y _dy)) 


(f°), gry +*)dy)) 
= (f(.) 9 《ECy) ，P(CY 十 。) 7》 》 。 
但 是 此 式 右 方 即 使 g 不 是 CY(R") 函 数 也 可 以 有 定义 . 于是， 我 们 可 利用 这 
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一 点 定义 两 个 广义 函数 卷 积 如 下 | 

定义 3.2.1 设 JE 柬 '，gEB' 则 可 定义 J 和 gg 的 卷 积 Jxg 
EF 为 : 

(fxg, 9) = (f(r), (gy), pr y)), VY opE DR'). (8) 

现在 我 们 要 说 明定 义 3. 2. 1 之 合理 性 ， 即 证 明 (8) 右 方 确实 定义 了 vE 儿 
的 一 个 连续 线性 泛 函 .由 定义 3.1.1 知 Jy(z)=《(g(y) ，9(zx 十 y)) = 
(gx 9 )( 一 z), 由 定理 3.1.3 知 (gx 5 )( 一 z)ECY>(R"), 因此 (8) 右 端 有 音 
义 , 且 显 然 (f x g ,9) 关 于 pgECY(R") 是 线性 的 , 车 p>0( 于 多 (R") 中 ), 即 
supp PCK( 紧 集 ), 且 9 在 上 一 致 地 收 伍 于 0, 记 (rz)=(g x9) (一 zx)， 
则 由 定理 3. 1.3 

supp y; CK + suppg,， 
故 J;E Ce (R”"). 很 容易 证 明 对 一 切 重 指标 a, 有 9°y;(x) 关 于 zx 一致 收 
敛 于 0. 即 yj(rz)=(g(y) ,9 (ry))—>0 (于 弥 (R") 中 ). 因此 
《f(z) ,yy;(z)) 一 0,， 即 有 
(f xg ,$8) = (f(t), lg(y) ,pr yy —>0. 

这 就 证 明了 fxg 是 儿 (R") 上 的 连续 线性 泛 函 ， BB fxg€ED'R"). 

类 似 地 , 当 f€E28'(R"), gE€EBF'(R") 时 , 用 (8) 仍 可 以 定义 fxgE 
2 '(R"). 

总 之 要 注意 , 了 与 g 中 至 少 有 一 个 有 紧 支 集 . 对 两 个 一 般 的 f, gE 
纪 〈R") 不 能 一 般 地 定义 其 卷 积 , 但 在 有 些 特 定 情况 下 ,fx g 仍 有 定义 . 

2. 广义 函数 卷 积 的 性 质 . 卷 积 代数 

定理 3.2.2. 设 f,g, hE 多 '(R"), 且 其 中 至 少 有 两 个 具 紧 支 集 ， 则 


1) (fxg)xh=fx (gxh),; (9) 
2) fxg=gxf; (10) 
3) supp(f *g)Csupp F 十 suppg ; (11) 
4) fx6=6x f=f,， (12) 
9) 9°(f xg)=(9"f) x (92g)， V a 一 al 十 az ; (13) 


6) 卷 积 运算 关于 每 个 因子 是 线性 的 (作为 习题 ). 
证 ”1) 对 于 任意 PE 2(CR") ， 有 
(fx (gxh) ,P= (f(r), ((gxh)(y), P(X 十 y)))» 
= (f(z) ,lg(y) , (h(z) ,9(z 二 yy 二 z)))) 
= ((f x*g)(z) , (h(z) ,plz + 2))) 
= ((f xg)xh ,9),， 
这 里 等 式 每 一 步 都 用 到 (8) 或 定理 3. 1. 3 的 1)，2). 由 它们 可 得 (h(z) ,p(x 十 
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yz))EC”( 当 有 hEZB'(R") 时 ), 或 (h(z) ,p(Xz 十 y 十 z))ECo( 当 有 he 
££ '(R") 时 ). 

2) 对 于 任意 p, JE 儿 (R"), 由 (6) 及 连续 函数 卷 积 的 可 交换 性 与 1)， 有 

((fxg)x9) xj= (fxg)x (pxf) = (fxg) x (yx 
= ((fxg)xy)x9p= (fx (gp))x9 
= fx((gxy)x*9) = fx (px (gx*y)) 
~ (fx9) x (gxyg) = (gxy) x (f x9) 
= gx (yx(f x)= gx ((f x9 xy) 
= (gxf)x (9x)) = ((gxf)x9)xy, 

于 是 有 
(fxg)x9p= (gx*f)x*9. 
所 以 fx g=g x*. 

3) 对 任意 其 支 集 包 含 在 supp f 十 supp g 的 余 集 中 的 PE 纪 (R")， 它 满足 
supp 9 站 (supp f 十 suppg) 二 名 ,于 是 有 (fxg ,9==(f (rz) ，(g(y) ,P(X 
y)))= 二 0( 事 实 上 , 对 XEsupp /或 者 yEsuppg， 有 PCz 十 y) 一 0， 或 者 yE 
supp rz， 都 可 得 (g(y) ，9p(z 十 y)) 二 0). 因此 f xg 在 supp ff 十 supp g 的 余 集 
上 为 零 . 所 以 

supp fx*gCsuppj/ + suppg. 
4) 对 于 任意 PE 儿 (R”"), 有 
(fx6 ,9 = (f(x), (6(y) ,zy =f ,9) 
即 fx6 二 f, 由 2) 知 6xf=fx6=/. 
5) 对 于 任意 PE 2(CR")， 应 用 广义 函数 微 商 的 定义 及 引 理 3. 1.2 可 得 
(9°(fxg) ，9) 一 (一 1)4( 太 xxg ,9°9) 
一 (— 1)(f(rz) ，(g(y) ,9°9(z 十 y))) 
= (— 1)%(f(z) , (— 1)l%(g(y) ,9%9%g9(z + y)))» 
= (— 1) (f(r) , (9%g(y) , 92 97+ y))) 
一 (— 1)lI(f(rz) ,9%4(9%g(y) ,Fz + y))) 
= (9"4f(rx) ,， (92g(y) ,FAT y) 
~ ((9"/f)x* (9%g) ,9,， 
所 以 5) 成 立 . 

6) 是 显然 的 . 

上 述 卷 积 运 算 * 的 结合 律 、 交 换 律 及 (12) 使 得 广义 函数 (严格 讲 是 紧 支 
集 的 ) 在 卷 积 运算 下 成 为 一 个 有 单位 元 的 代数 ， 其 单位 元 为 6 函数 , 称 其 为 卷 
积 代数 . 

有 了 上 述 卷 积 运算 * 的 结合 律 及 交换 律 ， 则 可 定义 任意 & 个 广义 函数 
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w1，…，, ui 的 卷 积 , 只 要 它们 中 至 少 有 一 1 个 是 紧 支 集 的 即 可 ， 即 
& = UX ee Ue = Ui oo (Wy) ts) ) 
在 不 规定 至 少 有 & 一 1 个 是 有 紧 支 集 的 ， 则 结合 律 是 不 成 立 的 . 有 反例 
(1x0 (7z))x H(z)= (1 x*6(7)) x H(z) 
= (1)' x*H(z)=0, 
lx* (0 (7z)x* H(z))= 1x (6(r) x H(z)) 
= 1x (0(z) x H’' (xz)) 
= ] x (0(rx) * (zx)) 
= 1x0(T)==1. 
对 此 反例 的 解释 是 : 1 和 瓦 (z) 都 不 具有 紧 支 集 ， 所 以 前 面 说 ， 对 f, gE€ 
2 〈R") 不 能 一 般 地 定义 其 卷 积 . 

全 此 可 以 问 : 广义 函数 有 没有 “通常 的 ”乘法 运算 ， 成 为 函数 逐 点 相 乘 的 
自然 推广 ? 答案 一 般 是 否定 的 . 这 个 问题 的 讨论 需要 对 广义 函数 的 奇 性 作 进 
一 步 的 分 析 ， 即 所 谓 微 局 部 分 析 . 

关于 广义 函数 卷 积 的 奇异 性 ， 有 

定理 3.2.3 设 w, uz€ 儿 '(R"). 且 至 少 一 个 具 紧 支 集 ， 则 

sing supp (ui * us) C sing suppu, 十 sing supp u;. (14) 


sing Supp uit sing supp u, 


一 ~、 
/UV \ 
@X 

\ ~ / 

~、, 4 sing supp u, 
”3 一 1 
证 VY zoEsing suppui 十 sing supp us， 则 存在 Xo 的 开 邻 域 U, 使 得 
(sing suppui 十 sing supp xy) NU= Sg. (15) 
由 (15) 可 选取 sing suppwi(i==1 ,2) 的 邻 域 C;， 使 得 


令 YJ; EE CY (U'),， 且 Yi Jsing suppu 一 1， 则 Ui = iui (1 — yi) u; = ov; vw,, 因 
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sing supp wifNsupp(1 一 和 ) 二 名 , 故 wEC™”(R”"). 且 wi 与 wi 中 至 少 一 个 为 
具有 紧 支 集 , 设 vE@'(R"). 于 是 wi x Us 二 vi v2 十 Vi Wz 十 Wl 关 了 3 
十 wi x* tw。， 由 定理 3. 1.2 知 vi vwsyvwi vi, wix twa€EC™(R’). 所 以 
sing supp (ui * us) 一 sing supp (vi * Vv) ， 
而 由 定理 3. 2. 2 之 3) 知 
sing supp (vi x*v) C supp(vi * vs) CU U,, 
由 (16) 得 sing supp《vi*v2)[10= 二 多， 所 以 
Xo EE sing supp (vi * vs) = sing supp (ui * u;) 

即 (14) 成 立 . 

3. 例 ”由 于 卷 积 运算 的 重要 性 , 下 面 举 一 些 例子 , 其 中 包括 经 典 意义 
下 函数 的 卷 积 . 这 里 首先 要 提 到 ,关于 至 多 有 一 个 不 具 紧 支 集 的 限制 在 应 用 
问题 中 时 常 可 以 取消 . 例如 设 f(z),， g(xz)EC(R') 的 支 集 在 L0, 十 吕 ) 中 ,我 
们 仍 可 定义 其 卷 积 为 


(fx g) x) = | rooec — ydy = | fe — ydy. 


另 一 个 在 数学 物理 上 重要 的 情况 是 考虑 四 维 时 空 R' 中 光 锥 的 内 部 
zx 一 ZX? 一 如 一 如 之 0 中 zy 宇 0 处 . 这 称 为 前 向 光 锥 ， 记 作 C+. 者 wE 儿 '(R") 
之 支 集 在 Cj 中 , us€ 钨 '(R") 之 支 集 在 zx 宇 0 处 , 也 还 可 以 定义 wi x* ws， 这 时 
我 们 仍 用 (8), 唯一 需要 的 是 ， 当 yE€suppui, zxEsuppUzs 时 , yy 与 z 各 位 于 茶 
一 紧 集中 . 事实 上 , 若 gE 多 (R”), 则 当 y 十 zEsupp8 时 ,yj 十 zj; 必须 有 和 办 ， 
j= 二 1，2，3, 4. 由 于 z4 写 0,y4 宇 0, 故 由 yy 十 z4 有 界 得 知 y4， zs 分 别 有 者 . 叉 
由 于 十 六 十 渴 声 六， 所 以 1y;|, j= 二 1, 2,，3， 有 界 , 由 此 ,并 由 yj 十 zj;, J 二 1， 
2,，3,， 有 界 知 z;, j 二 1, 2，3， 有 界 . 这 样 证 明了 y 和 z 各 位 于 一 紧 集中 ( 细 市 
留 作 一 个 习题 ) ， 从 而 用 (8) 式 来 定义 wi * us 有 意义 . 


a—1 
例 1. 令 万 ?Po (z)=H(z)er Fay’ a>0. 
(H® HY ) (TX)= Fa FA | (xz 一 y)" lyse Wevdy 


a+pB—1 Ar 1 
加 TE | a 一 U)" iu idu ( 令 y 二 uz) 
7 十 Ap 一 le 
一 Fa Tea 38) ( 当 工 盖 0 时 )， 
T(a) TB) 


由 于 Bla,P)= FatpB) ， 故 易 证 
(H® x HM) zr) 一 玖 和 (z) . 
这 里 还 应 补 证 当 <0 时 上 述 卷 积 为 0. 这 里 略 去 . 
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oC 


例 2. 令 G,(z)= 一 一 er- o>>0. G,(z) 的 支 集 是 整个 R1, 但 是 我 


Oo V 2N 


们 仍 可 计算 其 卷 积 (G, x G,) (zx). 事实 上 
] to ,2/2 2 2 
(G, x G.,) (XT)= | e (x—y)’/20 e™> /2 dy 


OT 


OO 


2707 ~ 
应 用 配方 法 , 可 将 上 式 中 的 指数 化 为 
加 CI2 十 | 加 rT? | 加 7? 
2o2r2 (7 ri 2(o 二 区)， 
所 以 
2/ 2 2 (+ + -2 2 
(G, x* G.) (zx) = je /2 二 | 天 (E27| dy . 
Vor ri 
再 作 变换 w 一 全 | y 一 二 和 zx]， 上 式 成 为 
1 一 22/2(o2 十 中 oT pe—*/2 gy 
90oTA 0g 十 rT? 一 oo 
—— 1 pT /2 +r) 
V 2x(0° 二 区) 
一 Glo,n1 CT) 。 
这 个 结论 在 概率 论 中 有 重要 应 用 . 
例 3， 考虑 PCz) 一 元 二 45，a 之 0, 我 们 有 
-2 1 .1 
(xzZ) 一 天 | 一 ( 垃 一 y)2 十 as? yb 
经 过 计算 易 得 


(P,* P,) (7z) = Prslz) 。 


习 题 


1. 证 明 者 广义 函数 za，zxz 的 支 集 都 在 前 向 光 锥 中 , 则 ws x ws 的 支 集 也 在 前 向 光 锥 中 . 
2. 计算 以 下 的 卷 积 (zEGRI) 

2 一 jz| x E 一 |z| ， 

e 人 xe cz ， 


一 az2 


yA 
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] ， lzl1 委 1， 
f(x) = 
0 ， Iz| 二 1 


的 二 次 卷 积 堵 C(Fx )" 一 fx fx … x Fn 个 因子 )， 同 时 计算 | 入 x | 并 间 如 何 由 后 者 推出 
前 者 ? 
4. 设 z,zEZ 驳 '(Rz)，g ,AGEGICR?) 而 且 vx 和 8g 具 有 紧 支 集 ， 于 是 zx gx 户 和 蕴 存 
在 . 证 明 : 
1) 可 按 下 式 定 义 xzCogES (Rey) 
(ug , ps) = uz) , (gy) ,PTY9))), V9PGECTCORzy ) 3 
2) (wxC9g) x (v9h) 也 存在 而 且 
(ug) x (vOR) = (uxv) (gx*h) 
特别 是 
(u 06,) x (6. 0 1,) = w OW 1,, 
这 里 6., 6, 及 1, 分 别 为 R*, R* 上 的 6 函数 及 R; 上 的 取 常 值 1 的 函数 . 车 刀 和 及 有 紧 支 集 
情况 又 如 何 ? . 
5. 证 明 平 移 算 子 5 与 卷 积 乘 算 子 wx (对 任意 uwEG') 是 可 交换 的 ， 即 
Ti(UXxUV)—= Ux TY. VanEc ， 
进而 证 明 : rzx 王 人 (一 疡 ) x 
6. 证 明 卷 积 映 射 (4,v) Fu xm 是 双 线 性 的 ,而 且 对 xz 和 yz 分 别 是 连续 的 . 


$ 3. 物 理学 中 的 春 积 


卷 积 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 将 在 以 后 各 章 中 时 常 看 到 . 卷 积 在 概率 论 中 的 作用 在 本 
书 中 已 经 不 可 能 涉及 了 . 现在 还 应 指出 , 卷 积 在 物理 学 中 是 极为 重要 的 ,下面 将 以 电路 为 
例 来 讨论 这 种 应 用 . 

电路 上 各 种 元 件 都 有 三 种 电学 特性 , 这 就 是 电阻 、 电 感 和 电容 . 例如 理想 的 电容 元 件 
是 电容 器 ,所 以 我 们 可 以 用 电容 器 来 表示 电容 C. 同样 , 我 们 用 线圈 来 表示 电感 LK， 用 电 


图 3 一 2 
阻 器 件 来 表示 电阻 R. 例如 图 3 一 2 就 是 一 个 串联 的 ZRC 电路 , 其 上 我 们 还 安置 了 电源 ， 
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它 可 以 是 电池 组 也 可 以 是 交 变 电源 , 它 给 出 了 电动 势 . 这 些 参 数 可 以 分 布 在 整个 线路 上 . 
这 时 , 例如 电流 i, 电压 wv 将 是 时 间 z 和 位 置 z 的 函数 . 这 种 系统 称 为 分 布 系统 , 它 化 为 仿 
微分 方程 一 一 传输 线 方程 ; 也 可 以 集中 在 几 个 元 件 上 , 这 时 i 和 w 只 是 :的 函数 , 这 称 为 
集中 系统 , 它 化 为 常 微分 方程 . 但 是 不 论 何 种 情况 , 它 服从 相同 的 物理 规律 . 在 没有 外 电 
动 势 (E= 二 0) 时 ,这 些 规律 是 


. d di . 
i 一 一 也 ， 9 一 Cum， "一 工序 十 已 ， (17) 
2 为 电荷 . 消去 i 和 9 可 得 
div R\dv 1 
+( 卫 ) 银 + (去 )*=0: (18) 
同样 ， 消去 g 和 w 可 得 
di /Radi 1 
知 +【 荆 ) 所 + (去 )i=0. G9) 


我 们 假设 i 和 w 当 z<0 时 都 为 0, 而 当 t 二 0 时 , 电路 得 到 “启动 ”而 出 现 了 电流 i(t) 和 电 故 
v(f), 故 supp i(t)，supp v(t)Ctt;t 之 0). 例如 , 在 t=0 时 给 电路 一 个 脉冲 电流 i(z) 
二 6(z), 在 线路 上 产生 的 v(z) 并 不 只 在 t= 二 0 时 非 0, 而 在 tz 宇 0 时 都 可 能 不 为 0: 可 能 振动 ， 
也 可 能 逐步 衰减 等 等 , 全 由 线路 的 特性 而 定 . 如 果 在 电路 上 “经 常 地 ”有 电流 i(z), 则 可 以 
认为 它 是 一 连 串 的 脉冲 . 这 样 , 例如 在 时 刻 zt 的 电流 脉冲 在 i 宇 t 时 会 有 电压 响应 . 电路 
上 的 电压 就 是 这 些 响 应 的 又 加 . 于 是 我 们 得 到 一 个 算 子 4: 
v(t) = Ai(r) ， i 之 rt， (20) 

这 个 算 子 当 然 是 线性 算 子 , 但 不 会 是 微分 算 子 . 因为 车 它 是 微分 算 子 , 则 (20) 两 侧 
的 上 与 应 该 相同 ， 即 微分 算 子 应 是 “无 后 效 ” 的 . 用 数学 语言 来 说 : 微分 算 子 有 局 部 性 . 
数学 上 可 以 证 明 ， 有 局 部 性 的 线性 算 子 也 都 是 微分 算 子 . 那么 , 4 有 什么 性 质 呢 ? 最 重要 
的 是 ， 4 是 “平移 不 变 的 ”. 确切 些 说 , 因为 电路 的 参数 不 随时 间 变 化 ， 所 以 不 论 在 何 时 刻 
rt 局 动 , 经 过 同样 时 差 Ar 一 上 一 z 而 到 时 刻 t, 效果 都 是 一 样 的 . 即 是 说 4 只 依赖 于 i 一 z: 
有 二 A(t 一 7): 数学 上 又 可 以 证 明 ， 凡 平移 不 变 算 子 都 是 卷 积 算 子 ， 所 以 (20) 式 应 该 是 

v(t) = (A#7) (2). 

为 了 从 物理 上 更 清楚 地 说 明 它 ,考虑 时 刻 r 的 单位 脉冲 电流 ;zi0) 一 SG 一 r， 它 产生 
的 电压 响应 一 一 不 妨 称 为 单位 脉冲 响应 一 一 设 为 4 一 z). 但 电路 上 任意 电流 都 可 以 看 作 
是 脉冲 电流 各 加 而 成 


1(1t) 一 |icwec — TT)drt ， 
由 于 算 子 4 是 线性 的 , 所 以 产生 的 电压 也 应 为 
v(t) = | zad — Tdr. (21) 


就 是 说 ,因为 i(2) 二 (6x2)(2), 所 以 v2)== (4 #1) (0). 

回顾 以 上 ,我 们 看 到 ,刻画 电路 中 ; 与 v 的 关系 , 既 可 以 使 用 微分 算 子 如 (17), 也 可 
以 使 用 卷 积 算 子 (21). 也 不 妨 说 , 常 系数 线性 微分 算 子 之 “ 逆 ” 时 常 是 卷 积 算 子 . 这 在 数学 
上 有 深远 后 果 . 它 预 示 了 卷 积 算 子 在 解 常 系数 微分 方程 时 将 起 多 么 重大 的 作用 .不妨 说 
基本 解 的 物理 原型 已 经 可 以 从 这 里 看 见 . 
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整个 这 一 节 我 们 并 没有 严格 地 证 明 什 么 数学 定理 , 也 没有 系统 地 讨论 过 什么 物理 现 
象 . 我 们 的 目的 仅 在 于 为 以 后 的 一 些 数 学 理论 提供 一 个 物理 的 原型 . 
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1. 筷 减 唤 数 空间 2 与 缓 增 广义 图 数 二 


1. 广义 函数 与 傅 里 时 变换 设 f(z) 在 R” 上 可 积 ,， f(x) 的 傅 里 叶 变 换 
定义 为 
f (8) = | ef (az . (1) 


这 是 一 个 在 物理 上 极为 重要 的 工具 . 因为 若 将 f(z) 看 成 一 个 波 , 众多 物理 事 
实 表明 , 一 个 波 可 以 看 成 平面 波 的 又 加 . 在 R" 中 ,平面 波 可 以 用 ce 来 表 
示 , 6 工 二 zi 十 … 十 和 zs, ER" 称 为 频率 向 量 . f(z) 是 由 强度 不 同 的 
平面 流 秋 加 起 来 的 . 若 相 应 于 频率 《的 平面 波 强 度 为 (6) 称 为 波 -f(x) 
的 频谱 ， 则 有 


A 


f(z) = | ep)aé . (2) 


间 题 是 已 给 f(z) 后 如 何 求 w(5). 经 典 的 数学 分 析 证 明了 在 关于 f(z) 很 强 的 
条 件 下 g(€)==(2x)-" (8). 故 (1) 称 为 对 f(z) 作 频 谱 分 析 ，(2) 称 为 频谱 综 
合 . 如 果 说 f(z) 可 以 用 来 表达 一 个 物理 量 , 它 的 频谱 也 可 以 用 来 表达 同一 个 
物理 量 : 它们 是 同一 个 物理 对 象 的 两 种 表象 : x 表象 和 & 表象 . 正 因为 这 样 ， 
傅 里 叶 变换 提供 了 一 种 极 重要 的 数学 工具 . 但 是 在 经 典 分 析 的 框架 中 ，(1) 
是 不 自然 的 . 因为 ,为 使 它 收 伍 , 对 f(z) 应 加 上 可 积 性 ( 黎 曼 或 勒 贝 格 可 积 ) 
的 条 件 ， 即 令 如 此 , 由 f(x) 得 出 的 6) 或 p(&) 按 经 典 的 数学 分 析 也 不 一 定 
可 积 . 因此 难于 用 (2) 由 g(&) 回 到 f(x). 下 面 是 一 个 例子 . 令 

0 ， iz 这 1， 

1 ， Iz| 三 1， 


f(rx) = | 
则 


广 (E) _ | eaz __ 2 é 


它 在 勒 贝 格 意义 下 是 不 可 积 的 ,而 在 黎 曼 意义 下 非 绝 对 可 积 ((1) 按 黎 曼 意义 
理解 应 要 求 jz) 绝对 可 积 ). 因此 ，(2) 的 处 理 是 很 麻烦 的 . 总 之 , 经 典 分 析 
不 征讨 论 傅 里 叶 变 换 的 理想 的 框架 . 
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我 们 自然 会 想到 , 广义 函数 的 基本 思想 即 对 偶 性 在 这 里 会 不 会 起 作用 ? 
有 一 点 要 注意 ，, 因为 现在 出 现 了 复数 ， 所 以 代替 前 面 常用 的 记号 (f ,9 二 


| rzwczdz@， 我 们 有 时 要 用 (f ,9) = |f (Pz)dx. 它 对 了 是 线性 的 ， 


但 对 pg 却 是 共 示 线性 的 ， 
(cf ,DD=c(f ,PD, (ff,c9) = 6(f ,9), cc 为 复数 . 
现在 回 到 (1), 取 VE) E 儿 (R"), 将 (1) 双方 乘 VE) 再 积分 ， 由 交换 积 
分 次 序 有 


(了 ,9) = Jaf er) pt) drdt = (f ，2 )》， (3) 


由 于 9(6) 有 很 好 的 性 质 ， 一 切 运 算 都 是 合法 的 .于 是 仿 前 面 的 方法 ,我 们 说 , 若 
有 广义 函数 与 广 使 对 基本 空间 中 的 一 切 gw，(3) 皆 成 立 ， 就 说 了 是 了 的 傅 
里 叶 变换 . 但 是 这 里 有 一 个 基本 空间 选取 的 问题 : 取 PE 多 是 不 行 的 ,因为 
9 不 再 属于 多 ( 见 §3), 而 取 Fe 末 ' 时 (3) 式 右 方 不 一 定 有 意义 所 以 应 该 找 一 
个 基本 空间 , 使 其 中 的 元 经 傅 里 叶 变 换 后 仍 在 此 空间 中 . 然后 我 们 就 可 以 
重 施 故 伎 , 通过 对 偶 性 把 一 切 困 难 都 转 到 基本 空间 上 去 . 我 们 所 需要 的 空间 
就 是 2” 空间. 

2. 急 减 函数 空间 2 及 其 上 的 傅 里 时 变换 

定义 4.1.1. 5 空间 即 适合 以 下 条 件 的 C"(R?) 函数 jz) 的 空间 :对 
任意 a 与 8,， 必 有 常数 cl(a,B) 宇 0 存在 ,使 


sup |z°Df(z)| < ela,pB). (4) 
fj(X) 在 5S2 中 趋 于 0 即 指 对 任意 固定 的 a, 
sup |z“D 广 (z)| 一 0. (5 ) 
Ra 


由 定义 直接 可 知 ，2” 中 之 元 连同 其 各 阶 微 商 在 ce 处 皆 以 高 于 任意 次 多 
项 式 倒数 的 阶 趋 于 0, 所 以 2 空间 也 称 为 急 减 函数 空间 . 
由 定义 直接 可 以 看 到 , 取 任 意 多 项 式 Q(x) 和 常 系数 偏 微分 算 子 P(D)， 
都 有 
QTIPCDS CS, 
及 
PCD)QCz)cS2 CH. 
定义 4.1.2. 对 PCz)， 定 义 其 傅 里 时 变换 为 


9 一 jspCzdz . (6) 


WW 今后 所 作 积分 ， 凡 不 注 明 积分 区 域 的 ， 丝 为 在 R" 的 积分 . 
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由 于 9(x) 在 ce 处 急 减 ， 上 述 积分 必然 收敛 而 且 可 以 进行 十 分 灵活 的 分 
析 运 算 . 我 们 有 : 
定理 4.1.3. 设 9pE 57, 记 其 傅 里 叶 变 换 为 Fpj> 9 , 则 9 € 5， 
而 且 
F(D’G)(€) = &° 9(€), 
F(z°p)(€) 一 (一 Dj 9(€). 
证 ”由 于 glx) 急 减 ,我们 可 以 在 积分 号 下 求 微 商 , 也 可 以 作 分 部 积分 
而 且 积 分 号 外 之 项 为 0， 所 以 


Joiprgcz)az = 上 | 门 .)"e- |]p(Cz)Cz 


1 9 2 一 iz， 
一 名 9(€). 
又 因为 Xie — De 2 一 证 所 以 
| -eexzep(Z)C 一 | (一 Dee-eespCzJadz 


(7) 


一 (一 De 9(€). 
最 后 ， 


De 9E) | = | [eiepef 28Cz)]dz| 


<|la 十 |z|?)- "+D/2C1 十 [z+ 2D[ (一 Z)pp(z)]| cz 
<C sup | (1 十 |zl2)2+542D2[( 一 z)pp(z)]|< co ， 
Ra 


所 以 下 上 映 乡 中 之 元 到 几 中 ,而且 由 儿 中 趋 于 0 的 定义 , 下 , 52 -~ 97 是 连续 
的 ， 这 一 点 留 作 习题 . 

现在 已 经 知道 f; 多 一 5 是 连续 线性 映射 , 但 实际 上 , 它 还 是 一 个 线性 
同 构 . 即 是 说 , 道 映射 下"! 也 存在 而 且 也 连续 , 求 -! 就 是 反 演 公式 问题 . 为 
此 ,人 先 需要 讨论 一 个 重要 函数 一 一 高 斯 函数 一 一 的 健 里 叶 变 换 ， 这 个 函数 
g(ZX) 一 e-Pl 0 的 特点 是 ,， 它 的 傅 里 叶 变换 即 其 自身 (但 相差 一 个 常数 因子 )， 
引 理 4. 1. 4 je dz = (2r)"2e 一 1 /2， (8 ) 

证 ”因为 
一 Ze 一 zl2]/2 一 一 (> 
1 
2 


2 > (1€;) 十 BI )?] 一 


7 一 1 


él1, 
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所 以 
n OO 
ize — 2 2 ‘2 
| rréo-lrz 712 =e I/ | [| eit 2dz;. 


一 OO 


J 一 1 


对 积分 | ”e- “+e2adzi， 应 用 柯 西 定理 来 改变 积分 路 径 如 图 4 一 1， 即 有 
| Ee Stit) /2d x 一 | ei/2dz, = V2r . 


于 是 (8) 得 证 . 


图 4 一 1 
定理 4.1.5 不, 9 > 97 有 连续 的 逆 映 射 F!; 9 9 ,上 且 
g(x) 一 (20) |e DE) dE . (9) 


证 ” 取 上 述 高 斯 函数 g(6) = 二 e-'4% 有 
| 9 (0)8 6a =|g (eat |p)e dy 
— | egCDrooDayd 
一 | wy)ay|s(6)ere ea 
一 | rcy) g(y— x)dy 
=|& Fz + ay. 


用 &(e6)(e> 0) 代替 &(C6)， 则 8(y) 应 改 为 e"8| 之 | ( 见 下 面 的 (12) 式 ), 令 
y 二 ey1 代入 上 式 有 

| 9 (Sg eedé 一 | g Cyrz 十 eyDdy1. 
令 s 一 0， 即 得 


gC0)| Dé ede = pCz)| SCy)ady = (Qn)"9r) . 


这 里 用 到 了 引 理 4.1.4 知 g(Cy) 一 (2r)se-b142， 又 Je mgy, = (2r)"”? 
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所 以 | &Cy)dy = (2r)" 因为 &(0) 一 1, 于 是 定理 得 证 . 在 证 明 过 程 中 多 次 


应 用 了 交换 积分 次 序 以 及 积分 号 下 取 极 限 , 由 于 g,&g, yp, 9 都 是 急 减 函数 ， 
这 些 运 算 都 是 合法 的 . 这 可 由 读者 用 数学 分 析 中 的 定理 证 明 . 

下 面 讨论 傅 里 叶 变换 的 性 质 , 有 一 些 明显 的 性 质 作为 习题 . 

1) 傅 里 叶 变换 与 反射 


Fp FOG )E) 一 | 一 az = (2mrF-lp) (10) 
2) 傅 里 时 变换 与 平移 ; 
F, uphH Prop)(E) 一 | etgx — dr = epg) Ee). (1) 


3) 傅 里 叶 变换 与 相似 变换 : 
F: pcr) PF 9c»))(E) 


一 Jagler)dz 


一 cl 一 PC 二 | . (12) 
其 中 F(yglc，))(E) 表示 先 将 9 之 自 变量 乘 以 c 再 作 傅 里 叶 变 换 ， 即 
下 (PCc。))(E) = Jaglez)dz 。 


4) 傅 里 叶 变 换 与 非 奇异 线性 变换 : 设 4:, R* -> R" 是 非 奇 异 线性 变换 ， 
则 由 y= 4x 及 X= 二 A iy 有 


F; Az) FGA -)) CE) 一 Jig(Az)dz 
_ Je wp) dz (y = Azx) 


= |det A| ee ogy) dy 


= F(9) (A-1E). |det A|-!. (13) 
这 里 我 们 用 到 了 线性 代数 中 关于 内 积 记 号 及 双 线 性 形式 的 一 个 公式 若 线性 
变换 B 的 表示 和 矩阵 为 (5;;)， 则 


(By) . € A (By,€) = > biyié) 
171 二] 


一 AONADY = (y,'Bé). 


5) 傅 里 叶 变 换 与 微分 运算 , 傅 里 叶 变 换 把 微分 运算 变 成 为 乘 运 算 , 它 
也 把 乘法 运算 变 成 为 微分 运算 , 即 对 fC 7 及 任意 重 指标 a 有 
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FFCDr 站 CE) = 名 广 (E) ， 
F(xf (x))(€) = (一 Do" 广 (E) . 
最 后 我 们 来 讨论 傅 里 叶 变 换 与 卷 积 的 关系 .5 类 的 郴 数 虽 然 不 一 定 有 
紧 支 集 , 但 因 它 们 在 ce 处 是 急 减 的 , 所 以 对 于 /sg E ,积分 
(f x g) (x) = |f Wa — ydy 
仍 存 在 ,而 且 可 以 在 积分 号 下 取 任 意 多 次 微 商 : 
9"(f xg)(zr) = (9"f)xg = fx (9%8). 
不 但 如 此 , fxg 仍 在 22 中 . 这 一 点 由 下 面 定理 立即 可 知 . 
定理 4.1.6 著 j 丰 ggEc, 则 jxgEc2 而且 


(fxg)” 一 广 (E) .8(6) (15) 
证 (fx g)^(6) 其 实 是 一 个 逐次 积分 
jeaz| roogG — Ydy. 
因为 /，g 都 急 减 ， 所 以 另 一 个 逐次 积分 | 7Cy)dy|gCz 一 ?esaz 是 存在 
的 . 因此 , 由 数学 分 析 中 的 定理 , 这 两 个 逐次 积分 相等 ; 
fxg)“ (€) =|f dy lg — Ye”dz 


(14) 


=|7o)ay|sgcz ye se Ytdr 
=|e fdy|e tea (1: =X y) 


= f(€). g(é€). 
因为 两 个 5” 函数 之 积 仍 为 函数 ,所 以 (fxg) ES 又 因为 傅 里 叶 变 换 
是 由 :5 到 :22 的 线性 同 构 ,所 以 C1*g) E .定理 得 证 . 
下 面 我 们 证 明 重 要 的 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 . 这 是 一 个 对 偶 性 的 关系 
式 , 它 是 定义 广义 函数 的 傅 里 叶 变 换 的 基础 , 因此 是 极为 重要 的 . 
定理 4.1.7 著 j/ ,geE 25 则 
(fF ,g)=(f,g), (16) 
(f ,8g) = (2 "(fF ,gg ). (17) 
证 “将 绝对 收敛 的 二 重 积 分 化 为 逐次 积分 有 


||f eg nedrdé= |gCnazr|e" fC) de 
一 (GLA . 
后 两 个 式 子 即 为 (了 ,，g) 和 (f，g ). 
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同样 
(2r) "(了 ，2 )= (2r)™ || fcz) g (CE)e-eedzde 


| fdzr » (9a) | CCE)e-ieede 


= |f lar Cr) ”| g (edt = (f , g). 


3. 缓 增 广义 函数 及 其 傅 里 叶 变 换 
定义 4.1.8 2 用 空 闻 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 缓 增 广义 函数 ， 其 集 记 为 
S2 1/ ， 
这 里 uw € 2 ' 的 连续 性 可 以 理解 为 : 若 多 一 0( 于 到 中 )， 则 xp) 0. 
它 的 必要 充分 条 件 是 : 存在 非 负 整数 &, m 以 及 常数 c 宇 0 使 对 一 切 PE 
有 
lu(PD| Eon 2 sup|zeapp| . (18) 


lal<k, 1Bl<m R” 

我 们 不 在 这 里 证 明 它 了 . 

2 ， 细 ，B' 广义 函数 的 关系 如 何 ? 先 来 看 59, 多 ,2 的 关系 如 何 . 作 
为 函数 集合 ， 显 然 有 

DECS LE. 
然而 还 不 止 于 此 . 例如 设 gy 一 0( 于 多 中 ), 则 一 切 p 有 共同 紧 支 集 , 在 其 外 
一 切 9 三 0. 而 且 对 任意 68, 3 久 在 R* 上 一 致 趟 于 0. 再 给 任意 w, 也 易 见 
7X"929 在 R" 上 一 臻 趋 于 0. 这 就 是 说 w ~ 0( 于 乡 中 )， 所 以 对 9 E 多, 不 但 
有 € 2 ,而 且 给 出 了 一 个 连续 的 嵌入 算 子 /: /8 = 9， 但 左 方 的 wm 认为 是 
乡 中 之 元 , 右 方 的 邹 认 为 是 22 中 之 元 . 当 左 方 的 pp 一 0( 于 多 中 ) 时 ， lip 一 
0( 于 中 ), 所 以 说 戏 人 算 子 !: 儿 一 乡 是 连续 的 . 同样 可 以 证 明 嵌入 算 子 
:了 一 和 也 是 连续 的 . 于 是 把 上 述 包 含 关 系 和 插入 算 子 的 连续 性 综合 在 一 
起 ,， 记 作 
DC SSC.E. (19) 

现在 来 看 广义 函数 . 显然 8 ' 之 一 切 元 都 是 22 ' 之 元 ,Se 之 一 切 元 都 
征 包 之 元 , 这 是 (19) 式 的 直接 推论 . 例如 设 xE 9 ', gE€ 久 , 则 因 儿 CC. 
< ， 所 以 PE 2 而 w (9,) 有 意义 且 是 线性 泛 函 . 大 8 一 0( 于 夕 中 )， 则 由 
(19) 式 也 有 @% 一 0( 于 乡 中 ), 从 而 u(y) > 0. 这 就 是 说 作为 多 上 的 线性 
沁 函 也 是 的 连续 的 , 所 以 x € 多 '. 亦 即 儿 'C 忆 多 1'. 同 理 86'CB'. 此 外 ， 
在 zj ES 而且 wj 一 0( 于 7' 中 ), 则 对 任意 pE 2， wj(9) 一 0. 但 因 儿 CC 
2 ， 所 以 对 任意 FE 多 也 有 wj(9) 一 0, 即 是 wu 一 0( 于 多 ' 中 ). 这 就 是 说 ， 报 
入 映射 1; 5 ' CC 多 ' 也 是 连续 的 . 用 这 样 的 方法 我 们 证 明了 ， 
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定理 4.1.9 下 面 的 嵌入 成 立 . 
BC LI!'CLD'. (20) 
由 这 个 定理 即 知 我 们 前 面 得 到 的 有 关 多 ' 之 元 的 性 质 (如 微 商 、 线 性 变 
换 ) 皆 可 移 用 于 此 . 但 是 有 一 个 重要 的 说 明 即 关于 乘 子 运算 . 前 面 说 过 , 任意 
az) EC” 缘 是 丈 ' 乘 子 . 所 以 对 xzE 5 ', au 仍 有 意义 ， 但 一 般 说 来 au € 
儿 ' 而 不 一 定 在 9 ' 中 , 所 以 a 不 一 定 是 9 ' 乘 子 . 但 是 , 下 面 的 函数 类 是 
oo 滋 子 
令 a(z) E C=(R*) 有 以 下 性 质 ; 对 任 一 重 指标 a, 必 有 cla) > 0 以 及 整 
数 N (a) 使 
IDalr)| 志 cd 二 [zl ™, (21) 
则 对 任 一 9€ 乡 仍 有 ap€ 9. 所 以 着 wE€ 9 ， 用 
(au ，0) 一 (u ,a9) ， VoEVY 
来 定义 ax, 易 见 axE9'. 所 以 这 种 a 是 ' 乘 子 . 这 种 a 称 为 缓 增 函 数 ,其 
集 记 作 Cu. 可 以 证 明 , 只 有 Ow 之 元 才能 是 9 ' 乘 子 . 不 但 如 此 , 我 们 还 可 
以 证 明 , uw€ 597 ' 的 充分 必要 条 件 就 是 它 可 以 写 为 w=9°[(1 十 |zx1?)”?*f(z)]， 
f(x) 是 有 界 连续 函数 .所 以 在 一 定 意义 上 可 以 说 本 身 也 是 “ 缓 增 ”的 . 缓 增 
广义 函数 的 名 称 来 源 就 在 于 此 . 所 以 例如 el 就 不 可 能 是 2 ' 广 义 函数 这 
件 事 在 第 七 章 中 要 用 到 , 但 我 们 不 能 证 明 它 了 . 
现在 来 讨论 9 ' 的 健 里 叶 变 换 . 它 的 基础 是 帕 塞 瓦尔 等 式 : 对 f, 9€ 
9，, 必 有 
(f ,9)=(f, 9;). 
现在 若 FE 99', 则 上 式 左 方 暂时 没有 意义 , 但 因为 当 BEF 时 pj;E9,， 所 
以 上 式 右边 有 意义 . 而 且 当 @>0( 于 儿 中 ) 时 , 易 见 在 中 趋 于 0, 所 以 


(f ，%% )->0, 即 是 说 上 式 右边 是 22 上 的 连续 泛 函 . 它 是 线性 泛 函 则 是 自然 
的 . 所 以 我 们 可 以 利用 这 一 点 来 给 出 
定义 4.1.10 车 fE9', 则 对 任意 9E57，(f ，9 ) 定 义 了 一 个 5 ' 之 
元 ， 记 作 了 并 称 它 为 三 的 傅 里 时 变换 即 有 
(fF ,PD=f,9), VoES. (22) 
若 仍 记 傅 里 叶 变 换 为 正 ; 9 ' 一 97', 可 证 这 时 下 也 是 线性 同 构 . 这 里 只 
证 明 fF-! 的 存在 . 为 此 任 给 一 个 gE€ 99'， 如 能 证 明 必 有 一 个 fE ' 使 
(gsPD=(f,9), V9oEY, 
则 g 二 了 =Ff, 而 f=F-!ig. 了 的 存在 是 清楚 的 . 这 是 因为 95> 是 线 
性 同 构 ,， 所 以 当 9p 遍 取 2 中 一 切 元 时 ，Fg= 9 也 遍 取 2 中 一 切 元 . 这 样 
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(g ,VD 也 是 9 的 泛 函 . 很 容易 证 明 它 也 是 9 的 线性 连续 泛 函 ,， 记 之 为 有， 
则 有 /E57 ' 而 且 使 得 上 式 成 立 . 

前 面 讲 的 关于 2 函数 的 傅 里 叶 变 换 的 性 质 , 对 57 ' 广 义 函 数 都 成 立 ( 读 
者 可 自己 证 明 ). 

下 面 我 们 来 举 一 些 5 ' 的 傅 里 叶 变 换 的 例子 . 它们 在 物理 上 都 很 有 用 ， 
而 且 实际 上 物理 学 家 早 就 在 使 用 它们 了 . 成 为 “用 不 正确 的 方法 得 到 正确 结 
果 ” 的 突出 例子 . 现在 我 们 看 到 , 在 广义 函数 框架 下 , 它们 都 是 十 分 自然 的 结 
果 . 在 介绍 这 些 结果 之 前 我 们 先 需要 

定理 4. 1. 11 基 geEGE CS” ， 则 

g (6) = (g(r) ,et). (23) 

并 且 ， 它 是 一 个 满足 估计 式 (21) 的 缓 增 函 数 . 

证 因 gEZ', 则 gxgECPCOR)， 这 里 只是 磨 光 核 , 旦 gxm -> 
8g( 于 8 ' 中 )( 当 ee 一 0 时 ). 从 而 由 GCC> 5 ' 知 gx 一 g( 于 9' 中 ), 于 
是 Flgxq) 一 Fl(g)( 于 57' 中), 而 


F(g x 只 )(E) = Jag x q) Cr) dz ， 
且 supp(g x* RQ) C suppg 十 supp9 CC suppg 十 Bi( 取 二 1). 由 引 理 3. 1.4， 
则 有 


Flg x £)(E) =| eco) ,RT— ye “dz 


一 人 ECy) ， jc — y)e “*dzx). 


当 在 任意 一 紧 集 及 上 时 ， 由 定理 2. 2.4 知 |g&(z 一 ye dz -> eye 于 
SCR;) 中 (关于 & 一致 地 ), 这 便 得 到 , 当 e-> 0 时 
F(g x g)(€) > (g(y) ,et), 
关于 eeE KK 一致 地 成 立 . 于 是 
Fl(g)(€) = (g(y) ,ee >*),. 
所 以 , 再 由 引 理 3.1. 2 便 知 g(&) E C~(R"), 并 且 , 对 任 一 重 指 标 a,， 有 
Dr"g (6 = (g(y) ，( 一 ye ， 
由 g € 和 ,应 用 第 二 章 $5 估计 式 (49), 于 是 可 得 : 存在 常数 c, 整数 办 之 0 
以 及 紧 集 玉 ,， 有 
Dg (1Se > sup13 人 (一 ye 


|Bl<m >E 


委 c >) sup BD) eC WAC Ere 


lBl<m YER Bp +B,=B 
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<eK,m,a) >， (1 十 16DA 委 cCgo)(1 十 12) 


18| 委 mr 
此 即 表 明 g (6) 满足 (21) 式 ,， 所 以 它 是 一 个 缓 增 函 数 ， 
例 1. SeE cz ,因此 由 上 面 的 定理 
(6) = (6(x) ,et)=1. 
也 因此 , -1(1) = 6(x), 这 就 是 许多 物理 书 中 的 公式 
Gar) er a = 3 
的 含义 . 
例 2. 1E€ 7', 这 是 显然 的 , 所 以 由 定义 
(I ,p=(l,9 ) = | $08) dé = (2n)" (2n)-" |e OE) dé 
= (2x)"9(0) = (27x)"(0 , 9)， OPES. 
因此 
1 = (2x)*6(Cz) . 
例 3， 求 PV 土 伟 里 叶 变 换 . PV 二 E 2 因为 对 于 PE 2 


PV | 二 wz)ar 是 有 意义 的 . 令 


f(&) = F|PYV lk , 
由 傅 里 叶 变 换 的 微分 性 质 ， 
Dsf(€) = 可 (一 z)| PV 二 | | 
但 是 z|PV 二 | = 1， 因 为 对 rz) € 2 ，(z|PV 寺 | ,F(z)) 一 


im| Ez 一 |g(z)daz == (1 ,内 ， 所 以 
Def(€) = F(— 1) = 一 2x6(6) . 
然而 6(&) = H' (6) = [sgné 十 cJ. 所 以 
FE) = 一 ixsgné 十 c， cc 是 待定 常数 . 

注意 到 PV 二 是 奇 广义 函数 ， 它 的 傅 里 叶 变换 也 是 (这 一 点 留 作 习题 ) 但 只 
有 当 c 王 0 时 上 式 右 方 才 是 奇 广义 函数 ， 所 以 

F|PV 到 | msgnE. 

例 4. 5(z,t) 的 关于 工 的 部 分 傅 里 叶 变 换 是 
(OX,t) ,ee *), = 0(). 
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事实 上 , 6(z,z) 可 正则 化 : 6(z,t) x gE CR"T!), 其 中 6(Cz,t) x 
0(z,t) 于 弥 '(R"') 中 ,再 关于 z 作 部 分 傅 里 叶 变 换 (6(z, 划 关中，er 天 ee》 EE 
C”“(R25，)， 对 任意 PCt) E CF(R), 有 

(0(X,t) x p, e 2 , p(t)) 

=(0(z,t) * f, e ”p(t)) 

>(0(7r,t) , e "g(t)) 

一 2(0) = (0(t) ,9(1)) ( 当 s 一 0)， 
而 

(0(Xt) x Rs e 全 》 ,PE)) > (OT,t) ,et) , p(t)), 
即 有 
(0(X,t) ，e “**), 一 CC) . 

和 第 三 章 一 样 , 我 们 可 以 用 那里 的 (1) 或 (8) 式 定 义 52 ' 广义 函数 与 Se 
盟 数 的 眷 积 ,由 定理 3.1. 3 知 它 是 C” 的 , 并 且 属 于 '. 事实 上 , 若 Ac 
2 ，gE 25 则 可 定义 fxg € 9 如下: 

(fxg ,9 A f(r), (gly) , pz + y))), V9oEY, 

这 是 因为 (g(y) ,glz 十 y)) € F(R’:)( 读 者 可 自己 证 明 ). 于 是 关于 它们 卷 
积 的 傅 里 叶 变换 我 们 有 如 下 定理 

定理 4.1.12 若 fE59',gE5, 则 fxg E57', 其 傅 里 叶 变 换 有 

F(fxg)=F(f). Fl(g). 
证 ”首先 设 f€ 9 ', gE€ 7, 对 任意 YE€ 52， 则 
(Fl(f xg) ,Y=(fxg , FOW)) 
=(f (rz) ,lg(y) , F(Y)(z ++ y))) 


bh 


=(f, (gx(Fy) ) ,) 


=(F-iF(f), (gx(Fy) ) ), 
注意 到 (10), F-1(w ) 二 (2x) 一 FC)， 则 


(Fl(f xg) ,p= (FCf), Gn"F(gx Fy)  )). 
再 由 定理 4.1.6,， 有 


(FC(f xg) ， 甸 一 (FC(f) , Flg) C2) "FFY) )) 
= (F(g)*。 F(f) ,yy), 
所 以 : 
F(f xg)= F(AF(g). 
其 实 ， 上 述 结论 对 两 个 9 ' 广义 函数 (其 中 有 一 个 具 紧 支 集 ) 也 是 成 立 
的 . 
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定理 4.1.13 著 J 太 gE SS ,至 少 有 一 个 有 紧 支 集 ， 则 其 卷 积 属于 
SCZ '， 且 其 傅 里 叶 变 换 有 . 
F(fx*xg)=F(f). Fl(g). (24) 
证 ”假设 2 € 8 ', 对 任意 JE€ 5 由 上 面 定 理 知 Fl(g xy) = 
F(g)。，F(y), 而 由 定理 4.1.11 知 Flg) EC” 是 一 缓 增 函 数 , 因而 是 ' 乘 
子 , 由 Fy) E99, 则 Fl(g xy) E99, 因而 gxy€, 于 是 可 进行 与 上 述 定 
理 类 似 的 论证 过 程 . 在 论证 过 程 中 只 不 过 把 “由 定理 4.1.6” 改 为 "由 上 述 结 
论 ” 便 可 获得 定理 证 明 . 


习 题 


1. 证 明 e-* 是 函数. 

2. 设 a E€ CY?(R”") 适合 0 三 a 志 1, 其 支 集 在 |z| 委 1 中 而 且 e(0) = 1. 又 设 z; ER 
适合 |zi+i| 之 2 十 |zil， 定义 

y(z) 一 > 下 5 

证 明 : 

(1) supp a(z 一 Zz;), j= 二 1,2,…, 互 不 相交 , 因此 任意 一 点 工 只 是 属于 至 多 一 项 的 
支 集 ， 从 而 上 述 级 数 收 敛 , 而 且 Y(x) € 0%. 

(2) 对 任意 一 点 工 必 有 一 个 了 使 

(1 十 |zl2)wa(z) 一 (1 十 zl2)vapa(z — 7))/(1 十 | zj) 
(3) 将 (1 十 |z;|?)i 写 为 4 十 |z;|D*YG 十 |zi227w， 则 有 
(1 十 |zl2)>7/G 十 lz 六 委 c， < 与 7 无 关 . 

由 此 证 明 7Y(z)€ 2 . 

3. 设 P(E), Q(E) 丝 为 常 系数 多 项 式 , 证 明 以 下 各 个 命题 等 价 : 

(1) PCZ) ES 

(2) 对 任意 P(), Q(), P(WQ (DoE 2 

(3) 对 任意 PC), Q(6), QCD)[P Cr) pr)J E 2 

4. 对 于 g(x) € 5 证明 其 储 里 叶 变 换 有 以 下 性 质 ， 

(1) FD(— 6 =F 9 )(6) = (20°F-1(9(E); 

(2) FP)E) = 9E—h) = Fg | 

(3) pC = lcl-z( 史 一 | ] 6 ， 

(4) DEF(Y)(€) 一 下 (( 一 了 (6) ， 

PCD) CE) = F (DY) (6) . 
5. 完成 下 列 对 高 斯 函数 e-* 的 健 里 叶 变 换 公式 的 另 一 证 明 . 


CD 
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(1) 令 C(6) =| egz, 证 明 可 以 在 积分 号 下 对 6 求 微 商 任意 多 次 , 由 此 得 知 
C(&) 满足 常 微分 方程 
C (€) 一 一 SCCE) ; 


(2) 求 C(0), 再 求 C(6)， 
2 一 ] 
6. 令 f(z) 二 H(z)e 天,4>0,a>0, 求 7z) 的 傅 里 叶 变 换 : 


上 一 和 一 2 T° 7 
六 Fa 
[提示 : 作 变 换 x = (a 十 26)z, 将 积分 化 为 复 平面 上 的 半 射 线 (0, (a 十 好)co) 上 积 


分 ]. 
7. 多 项 式 P(z) 一 >,arzt E 57', 求 它 的 依 里 叶 变 换 . 


8. 已 若 2 CS 利用 驳 在 2 中 的 稠密 性 证 明 : 车/€ 9 ' 柚 入 在 夕 ' 中 成 为 
0 元， 则 在 儿 ' 中 也 有 f= 0, 即 是 说 振 和 人 映射 是 单 射 . 
9. 证 明 2 “广义 函数 是 有 限 阶 的 . 
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1. 志 : 函数 的 傅 里 叶 变 换 在 历史 上 首先 是 研究 了 勒 贝 格 可 积 函 数 的 傅 里 叶 变 换 ， 
虽然 因为 这 不 是 一 个 很 好 的 框架 因而 许多 定理 的 叙述 不 其 自然 , 但 其 中 有 许多 有 意义 的 
很 具体 的 结果 , 是 古典 分 析 中 重要 的 部 分 . 现在 我 们 将 从 9 ' 广义 函数 的 傅 里 时 变换 的 
角度 来 讨论 它 . 在 本 节 中 我 们 假定 读者 已 熟悉 了 勒 贝 格 积分 的 基本 理论 ， 缺少 这 个 准备 
的 读者 可 略 过 本 节 . 

我 们 之 所 以 能 从 2 ' 广义 函数 的 角度 来 讨论 勒 贝 格 可 积 函 数 的 傅立叶 变换 是 因为 它 
们 是 5 ' 广义 函数 的 特例 . 

定理 4.2.1 忆 (R?),，1 委 饭 委 co， 函数 都 可 嵌入 在 5 ' 空间 中 . 

证 设 fE€E LR"), 任 取 p€ SA 

当 1 二 p< ce 时 , 用 赫 德 尔 (H6lder) pe) 


1/p 1/q 
|reeweoaz|s < (| cr) az | | | wz [az ， 


十 四 一 1， 从 而 左 方 的 积分 存在 . 今 证 它 是 2 上 的 连续 泛 函 (线性 自明 )， 这 是 因为 


~|~ 


(Nera tear) = | | on (1 二 |zl?)"p(z) | zz] 


2 \n dr 哆 
=c sup| (1 十 |zl2)"p(Cz)| ， 
R” 
从 而 
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[I(f ,9)| = fererar| < olf sup | (1 十 |zxl?)"pCz)|. 
R” 
| ,9(7))|= fn)ar| < ess sup | | | igcz) 1az 


<ess sup |jJ/ | sup | (1 十 |z|l2)"92(Cz) | | ons 

当 p 二 1 的 情况 . 利用 勒 贝 格 控制 收敛 定理 即 可 证 明 Li C97'. 总 之 , fE L* 时 , 按 
(f ,四 二 |f(z)plz)dz 定 义 了 一 个 儿 ' 广 义 函 数 , 所 以 LA(R") 西数 都 是 9' 广义 函数 
定理 得 证 . 

下 面 讨论 LI(R") 的 情况 . 因为 EL 是 7' 广义 函数 , 它 的 伟 里 叶 变 换  € 2 
应 定义 如 下 : 


(fF ,p=(f ,9 ) 一 | 7 Jap dra 


一 re|7 (é)e-i"tdédzr ， PPE, 
所 以 
f (é€) = |f (2)e*az 。 (25) 
这 就 是 说 ， 太 函数 的 9 ' 意 义 下 的 依 里 叶 变 换 与 其 古典 意义 下 的 傅立叶 变换 是 一 致 的 . 
仿 里 叶 变换 下 Se -> 9 ' 是 一 个 同 构 , 但 对 Fe LCR")，f(&) 不 一 定 可 积 , 这 一 点 
上 节 中 已 有 例子 说 明 . fEL! 的 伟 里 叶 变 换 有 下 面 性 质 ， 


定理 4.2.2 车 Jrz)EZ CR )， 则 7 太 6) 连 续 ， 而 且 当 |6| 一 co 时 ， 帮 6) 一 0. 
证 “对 任意 e>0,， 必 有 N= 和 六 (e) 存 在 使 


| |f lz) dz < e/4. 
lz|>N 
[月 一 Sleep 
十 | [e+h) 一 eit| | (x) ldz 
|z| 委 六 


<<2 。 也 十 | le — e-i*||f(z)|dz. 


但 是 ,， 由 中 值 公 式 


le "(+h) __ e iz"*| -一 le | le E 一 和 "0 | 
e-em 一 ij 妇 N Ih| (0<0 一 1) ， 
一 1 
所 以 只 要 | 及 | <e/2N( | lf (rdz) ， 即 有 
I 了 +FDO| E+NIA [ifw ldz <e. 
为 证 定理 后 一 部 分 仍 用 上 法 有 
| 了) | <| [f(z)| dz 十 | ee1(z)dz 
[xz 宇 N lIz|<N 
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过 一 十 | eH f(r) dr 
4 lz|<N 


在 估计 后 一 积分 时 ， 用 阶梯 函数 去 逼近 f(z). 所 谓 阶梯 函数 作法 如 下 , 将 |z| < N 分 为 
有 限 多 个 互 不 相交 的 长 方 体 EE，…, EE 之 并 ; {|z| <N) =UE, EN E,= Gz 
作 EE 的 特征 函数 Xe (z) 


0 ， TEE,. 
所 谓 阶梯 函数 即 形 如 >) AiXs, (zx) 的 函数 . 它们 在 L1(R") 中 稠密 ， 所 以 可 以 找到 一 个 阶梯 
函数 f.(z) 一 2 AiXs,(z) 使 1f 一 fel < 元， 这 样 后 一 积分 可 以 估计 如 下 ， 


天 
| e“**f(z)dz | 式 | [f(z) — f(z)l|dzi+ > 4| oizt 7 
lzl<N lzl&N bs 


二] 


一 7 十 > |e a 
但 后 一 部 分 当 上 | 一 co 时 可 以 任意 小 ,所 以 定理 得 证 . 
定理 的 后 一 部 分 称 为 黎 曼 一 勒 贝 格 引 理 . 
若 记 在 co 处 为 0 的 连续 函数 空间 为 C- (R*) , 则 我 们 证 明了 下 ; ZI(R") 一 C-(R"), 但 
是 并 非 任 意 Cw (R") 函数 都 是 某 个 L1(R") 的 傅 里 叶 变 换 ， 所 以 乙 !(R") 中 的 傅 里 叶 逆 变 换 
定理 需要 有 一 些 修正 . 


定理 4.2.3. 车 f(z) 及 (6) 同属 于 LiCR") 则 有 z 
f(z) = (am) "|e f (tae. (26) 
证 2 ' 中 的 傅 里 叶 道 变换 仍 可 用 对 侦 性 来 定义 ,事实 上 , 因为 是 多 
的 同 构 , 所 以 在 (f ，p )=(f ,D9ES,fEZ' 中 , 了 =g€91',9 JE 而 
f= 二 Fig, 9 二 Fi1y. 代入 上 式 即 有 (Fig ，Y)= 二 (gg ，F1Yy). 但 因 yyE ,从 而 
(EF-1g)(z)=(2z)"|e*p(E)ds ,又 因为 已 设 g= 了 EL!'， 所 以 


‘Fig ,Y= (gg ,Fy) = jecmaz 。 (2m "|erg Cae 
一 |weae 。 (2 一 eeeCz)dz 


= (C20 "|erg (dz , YC)) . 
因此 得 到 
f(r) = (Fig)(7r) = (27) "|e f (at . 
3 1. 中 关于 5”' 傅 里 叶 变 换 的 性 质 皆 可 移 到 Li(R") 上 来 .但 是 因为 在 L(R”") 中 讨论 


傅 里 叶 变 换 时 ， 时 常 需要 设 fEL'(R"), 所 以 $1. 中 的 定理 都 需要 作 某 些 修正 ， 特 别 要 
注意 的 是 微分 运算 问题 . 
定理 4. 2.4. 车 f(z) 及 zf(z)，|al| 三 m， 和 家 属于 Li1(R"), 则 (xzx"f(z)) “存在 而 且 
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(zz)) 一 一 (一 D) ; 若 f(T) 及 Df(z)，|al 二 m 租 属 于 才 (R"), 则 (Df)“(&€)= 
ef. 
证 明 只 不 过 是 分 部 积分 而 已 . 


但 是 在 蕊 框架 中 卷 积 运算 却 变 得 很 简单 . 这 是 因为 我 们 有 著名 的 豪 斯 多 夫 一 杨 
(Hausdorf{-Young) 不 等 式 . 


定理 4.2.5. 著 上 ，gEZICGR"*) ， 则 
h(r) = |f (weacz — t)dt = Jaewrfz — ft)dt 


对 几乎 一 切 工 存在 , PCzr) E Li(R"), 而 且 
al < fl » glla. (27) 
证 由 富 比 尼 (Fubini) 定理 ， 因 为 


| 四 losc — 1) |dt = | re ldt 。 | gz) ldzx 
有 意义 ， 故 另 一 个 逐次 积分 |dz| |f (Dg(z 一 |dt 也 有 意义 . 但 这 就 是 说 h(x) 对 几乎 所 
有 工 有 意义 , h(xr) GE Li(R"), 而 且 
hl = | ce [dz < |az|lf ec —_ ld 


加 | as| [f(g(z — ldzr = lflnlgla. 


(27) 就 称 为 察 斯 多 夫 一 杨 不 等 式 . 
定理 4.2.6. 若 f,g ELi(R"), 则 fxg ELi(R"), 且 


(fxg) 一 广 . g . 
证 ”利用 富 比 尼 定 理 


(fx g) ~ (€)= Je x g)dz 
一 | 下 rosgc — ft)didz 
Je ar gr — dr 


= f(8). g(8). 

2. 一 函数 的 傅 里 叶 变 换 LL2(R") 也 含 于 5252” ' 中 , 但 它 同 时 又 是 一 个 希 尔 伯 特 
(Hilbert) 空间 . 现在 我 们 想 在 希 尔 伯 特 空间 框架 里 讨论 傅 里 叶 变 换 . 又 因为 f (#) 一 般 
取 复 值 ， 所 以 要 用 复 希 尔 伯 特 空间 L?(R"), 其 中 的 内 积 定义 为 

(f ，5) 一 |f (EC)dz . 

R" 上 的 函数 不 同 于 有 界 域 人 上 的 LL 函数; 它们 一 般 地 不 属于 ZI(CR")， 所 以 不 能 

用 (25) 式 来 定义 其 傅 里 叶 变 换 . 但 由 帕 塞 瓦尔 关系 式 


(f ,8g) 一 (2m-( 广 ，g )， 1 ,ggESC ， 
如 果 在 R: 中 用 测度 dz, 在 Rf 中 用 测度 埃 = (2x)-"%2de, 令 了 = 5， 则 上 式 形式 地 可 写 
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成 
17 = | 产 | 加 . (28) 


现 设 /EL?, 因为 在 L 中 稠密 ,所 以 可 以 选 一 申 PE 经 使 | 六 一 Fl->0. 这 时 大 也 
在 25” 中 而 对 一 切 PES2e 有 


(fi, 9)=(f,9. (29) 
但 由 (28) 式 (这 时 方 E97, 因而 (28) 右 方 确 为 L*(R8) 范 数 ) 可 知 , 这 时 广 也 必 在 L2(R?) 
中 有 一 极限 g()E ZL2(R2)， 而 且 | 方 -gllis->0. 在 (29) 中 取 极 限 有 

(f ,9)=(g,9, 


因此 g 二 了 . 这 就 是 说 L2(Rz) 函 数 作为 27 ' 之 元 , 其 伟 里 叶 变 换 了 仍 在 L7(RD) 中 , 而 
且 (28) 式 告诉 我 们 ， 其 范 数 不 变 . 这 样 ， 我 们 证 明了 下 : (R") 一 上 (R") 是 一 个 等 距 变 换 
( 即 保 持 范 数 不 变 从 而 也 保持 内 积 不 变 的 变换 ). 再 看 其 逆 变 换 . 仿照 上 面 的 作法 , 我 们 也 
可 以 利用 关系 式 
(Flg ,Y= (g ，FF-I0)》 ， gE€EI' ,JET 
将 F-1 拓 展 为 F-1: L2(R") 一 L2(R"). 因此 , 若 将 5 ' 中 的 傅 里 叶 变换 限制 到 L?(R") 上 ， 
它 不 仅 是 等 距 的 , 而 且 是 一 对 一 的 . 一 个 希 尔 伯 特 空间 上 的 一 对 一 的 等 距 变 换 称 为 其 上 
的 西 变换 . 傅 里 叶 变 换 是 L?(R") 上 的 西 变 换 这 一 事实 有 重要 的 物理 意义 , 特别 是 在 量子 
力学 中 极其 重要 . 
我 们 希望 给 L:(R") 上 的 傅 里 叶 变 换 以 更 具体 的 形式 , 设 f(z)EL:(R"), 作 

{|z| 声 N} 的 特征 函数 Xxw (xz); 

] ， zl 委 N， 

0 ， zl| 全 N. 
则 fw 二 XvfEDR” 人 (CR"), 而 且 当 N 一 co 时 , | 及 一 川 0. 因此 , 由 傅 里 叶 变 换 的 等 
距 性 也 有 


Xn (TX) 一 


Ifn— f l=>0. (30) 
但 fnELIICR"), 所 以 它 的 傅 里 叶 变 换 可 用 (25) 式 表示 : 


六 (6) = 2 — | eeepCzydz . 


IrI<N 


(30) 表 示 了 是 有 i 在 L2(R") 中 的 极限 即 平均 收 合 的 极限 , 所 以 
f (€) = li. m.| ne fz)dz 


(1.i. m. ” 即 平均 收敛 极限 之 意 ). 这 个 极限 时 常 也 写成 |e 了 Cz)dz， 所 以 JE L*(R") 的 
伟 里 叶 变 换 也 常用 (25) 表 示 ， 只 不 过 这 时 它 并 不 表示 一 个 勒 贝 格 积分 , 而 表示 一 个 勒 由 
格 积分 的 平均 收 敏 极限 ， 即 应 理解 为 下 面 的 (31) 式 . 

概括 以 上 的 结果 , 我们 有 

定理 4.2.7. 车 /EL2(R"), 则 作为 97 ' 广 义 函 数 ， 其 侍 里 叶 变 换 有 (6) 仍 属 于 工 
(R"), 而 且 
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Ff (€) = 1.,1., m. | e “f(r)dzr. (31) 
No0 J |z|<N 
下 : LI(R") 一 L2(R") 是 一 个 西 变 换 ， 即 有 
fla = | Ff |x. 


下 既然 在 希 尔 伯 特 空间 保持 范 数 不 变 当然 也 保持 内 积 不 变 ，, 因为 
Ff ,= FL + el tilf tigh — If — gel: —ilf — igl:], 


因此 又 有 
定理 4. 2. 8. (普兰 会 利 (Plancherel) 定 理 ). 对 f，gEL(R") 有 


(f ,p=(f , g ) 直 (32) 


习 题 


1. 设 f(x) ER"), zf(z) EL'(R"), 证 明 De 7(6) 存 在 ,而 且 (zf)、^(6) 一 
一 De 7(6)， 

[提示 : 先 证 明 广 [ 了 (& 十 he;) 一 7]1=P| f(r | 这 里 oj 一 (0，… ,1,…， 
0) (1 是 第 7 个 分 量 ). ] 

2. 设 f(z)ELR"), Df(z)EL'R"), 证 明 (D。 f(z)) “(8)=6, f(&). 

3. 令 f(WELR), Sa(z)= 走 | ef (Odé, rER. 


(i) 应 用 宣 比 尼 定 理 证 明 
2 “Rr /rt tf 
Sa(z) 一 于 | TT OTIT 


2 dTt; 
(ii) 令 gD) = [fz+D + 一 f(zx)， 证 明 
Sa(z) 一 /az = 2 | gar 
6 
...、、 | gz(T) A 、 
(111) 设 )。 dr<ce (6 为 某 个 正 数 ), 证 明 


limSx(z) 一 f(z). 


[提示 : 将 Sa(z) 一 f(z) 分 成 和 | 十 | ， 并 对 第 二 个 积分 应 用 歼 曼 一 蔓 贝 格 引 理 . 本 
题 即 是 L! 中 的 伟 里 叶 变 换 反 演 公 式 . ] 


第 五 章 ” 偏 微分 方程 一 般 理 论 


3 1. 柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 并 定 理 


1. 定理 的 简化 上 面 我 们 建立 了 研究 偏 微分 方程 的 数学 工具 . 那么 ， 偶 
微分 方程 最 基本 的 问题 是 什么 呢 ? 和 和 常 微分 方程 一 样 ， 解 的 存在 性 和 唯一 性 
是 基本 问题 之 一 . 常 微 分 方程 理论 的 基本 的 定理 是 其 柯 西 问题 解 的 存在 定 
理 : 者 


d 


y(Zo) = yo， (2) 
f(x,y) 在 (Xo ,Yo0) 附近 连续 ， 则 必 有 解 存 在 . 若 再 加 上 一 些 条 件 ， 例 如 
f(z,y) 在 (zoyyo) 附近 对 y 适合 利 普 西 茨 条 件 ,， 则 还 有 解 的 唯一 性 . 对 偶 微 
分 方程 人 们 也 考虑 了 类 似 的 柯 西 问 题 . 例如 : 


k 
9 “i 


9 £4 = G(x,t;"e ,9 £9 1Us °° ) al 二 六， j<k, s&N, (3) 
diu(z ,to) 一 BT)o<j< (4) 
(1 VN). 


19 世纪 中 叶 , 柯 西 在 Gi 和 gx 均 为 其 变 元 的 解析 函数 的 条 件 下 , 证 明了 其 解 
析 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 即 有 如 下 著名 的 柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 Cauchy- 
Kowalevski) 届 定理 ， 

定理 5.1.1. 车 gn(7z) 在 x? 的 某 邻 域内 解析 (l 二 1,…,N; J] 二 0,*…， 
k: 一 1), G, 在 (zto;°* ,9 gi(T ),***) 的 某 个 领域 内 解析 (|a| 十 7 < k， 
171< 有 )， 则 柯 西 问 题 (3)(4) 在 (x",to) 的 某 个 领域 内 存在 唯一 解析 解 . 

为 了 证 明定 理 5.1.1, 可 把 柯 西 问题 (3)(4) 化 为 一 阶 拟 线性 方程 组 . 作 向 量 Y， 其 分 
量 记 为 (多 ))， 其 中 0 委 |a| 十 7 三, 且 今 yo,; 二 9591u， 则 有 

定理 5.1.2. 柯 西 问题 (3)(4) 等 价 于 某 个 一 阶 拟 线性 方程 组 的 柯 西 问题 . 


: aY 一 > Aj(z st Y)a.Y 十 B(zr,t,Y) 9 
J 


Y (Zz ,to) = D(X). 


@ 柯 瓦 列 夫 斯 卡 姬 是 俄罗斯 女 数学 家 , 按 俄 罗斯 姓氏 的 习惯 , 她 的 姓名 的 英文 习惯 拼 法 可 以 是 
Kowalevski ，Kowalewski，Kowalevskaja 甚至 是 Kowalevska. 
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证 若 a 是 非 零 重 指 标 , i 表示 使 a 关 0 中 最 小 的 数 , 7; 表示 第 i 个 分 量 为 1, 其 余 分 
量 为 零 的 重 指标 , 则 yx,; 二 0%9iw 满足 一 阶 方程 组 : 
ay = yoitis lel j=%, 
Qys,; 一 Or YeL jt1 lo 六 0，|e| 十 了 三 忆 ， 


a = SD BD Ge (0) 


5 一 ja | 十 7<A， Va,i 


N 
十 >) 2 cea ,ya 一 了 ,7 十 1 9 [= 1 AN 9 


5 一 1] |c| 十 /一 7< 9 ya 


及 初始 条 件 
VX,to) 一 9281CZ) ， 7J<< AR， 
je = Gi(z ,tos""* ,Og (T),"*) 7 
(|e| 十 7 秋天 ,< 有 55 委 Ni 一 1 N) ， 
(6)(7) 即 为 形状 如 (5) 柯 西 问 题 , 而 B(xz) 即 由 (7) 之 右 方 构成 的 列 向 量 . 显然 , 者 (za，…， 
zw) 为 (3) (4) 的 解 ， 则 %%,, = 二 349iw 满足 (6) 及 (7). 反之 , 若 y, 满足 (6) 及 (7)， 则 令 w 三 
闪 我 们 证 明 它 满足 (3) (4). 事实 上 ,由 (6) 第 一 式 可 得 , 对 于 |a| 十 :十 7 委 名 有 
光一 8 (8) 
则 由 (7) 之 第 一 式 当 a 二 0 时 , 有 (9,0) | 三 多 zsto) 二 gnx(T) (j 达 ), 即 满足 初 
始 条 件 (4). 
下 面 , 我 们 证 明 
ye = dr ye, (aa 天 0). (9) 
因由 初始 条 件 (7) 第 一 式 知 
yssxto) = Agu(X) = 900 "ga = Or Yt r,to). 
当 |a| 十 7 二 ,a 关 0 时 ,由 (6) 之 第 二 式 及 (8) 知 
ay 一 A Ya, 
所 以 可 得 此 时 有 (9) 成 立 . 对 la| 十 7 二 名 ,a 关 0 时 , 因 3% 二 Yjtl， 949 Ye-1,i 一 
3. yjti， 故 只 要 (9) 式 对 于 j 十 1 成 立 , 便 可 得 对 ;也 有 (9) 成 立 . 于 是 由 |c| 十 7 一 名 时 
(9) 成 立 , 便 归 纳 地 得 到 对 |a| 十 7 二 和, a 关 0 时 (9) 是 成 立 的 . 
由 (6) 之 第 三 式 及 (8) 和 (9) 得 


3G 3G oy 
a = < 十 >) 4 


lel+j<h,j<k， <Nayaj 9 
9 号 
一 一 Fi Tt » Yj ) 9 


(la| 二 jb, jk; 7 一 1 人) 
再 由 (7) 之 第 二 式 ， 


yo, ( 工 ,to) 一 Cr (Z to 9 js (Z)，…) 


一 G(x ,to (Tt ) 。 
以 此 为 初 值 , 对 上 式 两 边 积 分 ， 即 得 
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YW Tt) 一 CC 和 CT) ) (10) 
而 反复 地 应 用 (8) 及 (9), 可 得 
Ye,; = 0%01yd,0. 
所 以 ，(10) 即 表明 w == yb,o 满足 (3). 
对 柯 西 问题 (3)(4) 还 可 作 进 一 步 简 化 . 
首先 ,对 自 变量 通过 坐标 平移 将 (zx? ,to) 化 为 坐标 原点 . 
其 次 , 作 未 知 函 数 代 换 , 令 U(z,t) = 了 (xz,t) 一 B(x). 则 (5) 化 为 


aU = DAjlzstU + BU + Br,t,U + $) 


J=1 


十 > Ajlz,tU 十 D)9.9 9 


U(X,0) = 0. 
为 使 系数 A; 及 B 不 含 自 变量 i, 可 以 增加 一 个 未 知 孙 数 w = 二 1, 于 是 得 到 额外 方程 4w? 一 
1 及 初始 条 件 w*(z,0) = 二 0, 这 样 做 可 进一步 简化 下 面 的 推导 . 
2. 定理 的 证 明 定理 5. 1.1 成 立 等 价 于 下 面 简化 的 柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 成 立 . 
定理 5.1.3. 柯 西 问题 


a0 = DAj(z,U)aU + Br,U) ， 
1 (11) 


U(X,0)=0,， 
当 A1,… ,A,, B 在 原点 附近 为 解析 时 在 原点 的 某 邻 域 有 唯一 的 解析 解 . 这 里 U 一 (ui (x,t),…， 
Um (Xt)). 
证 由 (11) 之 第 二 式 ， 对 任意 重 指标 c 有 
ax (zti)|,-o 一 0， 

即 有 3sU(C(0,0) = 二 0. 归纳 地 设 3:3921V7 (0,0) 已 求 出 ， 其 中 0 雪 7 委 & 一 1 则 由 (11) 之 第 一 
式 知 

39 (0,0) = 3 和 95 >) Aj(z,U)aU + Bl(r,U)) (0,0). (12) 


上 式 右 边 各 项 关于 U 的 微 商 为 3:9*U ,其 中 0 委 ! 委 4 一 1,18| 科 |e| 十 1, 由 此 知 上 式 右 
边 为 已 知 ， 于 是 便 定 出 3 各 iU (C0,0). 所 以 , 车 UU 为 (8) 的 在 原点 附近 的 解析 解 ， 由 3:92U7 (0,0) 
的 唯一 性 ， 知 U(x,z) 是 唯一 的 . 

下 面 证 明 解析 解 的 存在 性 . 由 于 要 求 U(z,t) 在 原点 邻 域 解析 ， 故 可 将 它 表 示 为 形式 
医 级 数 


U zyt) = 人 >， par (0,0) ze 
ksa “ 


其 系数 349%7(0,0) 由 (11) 递 推 地 得 出 为 已 知 ， 因 这 些 系数 是 从 (11) 获 得 的 , 故 大 上 述 大 
级 数 在 原点 某 邻 域 收敛 ， 其 和 孙 数 U(xz,t) 必 满 足 方程 (11) 之 第 一 式 ， 而 初始 条 件 U(x,0) 二 0 
是 显然 满足 的 . 

现在 设 另 有 柯 西 问 题 ( 称 为 优 于 (11) 的 柯 西 问 题 ) 
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他 = Adz,DDaD + Br,D) ， 


U(r,0) = 0. 
其 中 ,了 = (zi ,… ,二 ,)， A;, B 的 泰勒 级 数 为 A;, B 的 泰勒 级 数 之 优 级 数 . 类 似 (12) 有 
9190 (0,0) = 31719%( DO A,r,U0)aD0 + Blz,0)) (0,0). (13) 
应 用 (12) 及 (13) 则 可 递 推 地 证 明 
19*90 (0,0)| < 390 (00,0). 

若 这 在 (0,0) 附近 是 解析 的 , 即 它 的 泰勒 级 数 为 U(xz,t) 的 泰勒 级 数 之 优 级 数 ， 因 此 
U(zx,t) 的 泰勒 级 数 在 原点 的 某 个 邻 域 收 敛 . 

只 要 适当 选择 AX; 和 方 , 可 证 明 优 于 (11) 的 柯 西 问题 的 解 是 存在 的 . 事实 上 , 若 f(x) 
在 原点 附近 解析 、 则 必 存 在 正 数 p 和 MM 使 得 

19°f(0) | Mlal1o-. 

于 是 , 令 


F(z) 二 一 M >， |al1p- liz 


-Mp 
pC 一 (zi 十 十 ZX) 


此 级 数 优 于 f(z) 的 泰勒 级 数 . 于 是 取 优 于 (11) 的 柯 西 问题 为 


3 侈 Mop mA 
pr 一 一 一 一 人 (2 >》 9. 天 十 1) 9 
po 一 D2; Dp# j=1 k=1 
7 j=1 
U(X,0)=0,， 1 二 1, ,m. 
容易 看 出 ， 这 个 问题 有 如 下 形式 的 解 : 
Ui (x,t) = = Un(T,t) = V (Xi 十 … 十 Tn sl) AV(s,t) 。 
其 中 Y(Gs,i) 满足 下 述 柯 西 问题 : 
2 av 
和 -os mvt 3s) , 
Vl(s,0) = 0. 


可 以 验证 ,此 问题 有 和 解 


1 
V(s,t) = Lo 一 5 一 WO 一 5 六 十 202z 十 1) Mmeot J 


在 原点 的 某 邻 域内 解析 . 即 可 得 所 = (1(z,t)，,... ,Za(ZX,t)) 作为 x,t 的 竹 级 数 在 原点 某 
邻 域 是 收 敏 的 . 至 此 定理 5.1.3 证 毕 . 从 而 也 就 知道 定理 5.1.1 成 立 . 

柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 只 表明 了 解析 解 的 局 部 存在 性 及 唯一 性 . 它 不 能 保证 解 
的 整体 存在 性 , 且 关 于 唯一 性 只 是 在 解析 解 框架 下 成 立 , 并 不 排除 存在 非 解析 解 的 可 能 
性 . 然而 当 方 程 为 线性 方程 时 , 由 著名 的 Holmgren 定 理 给 出 了 C” 解 的 唯一 性 结论 . 对 一 
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一 般 唯一 性 的 研究 , 仍 是 一 个 未 完全 解决 的 问题 . 


3 2. 局 部 可 解 性 


柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 只 在 解析 函数 类 框架 下 建立 解 的 局 部 存在 
性 . 然而 ,在 C” 函数 框架 下 , 情况 会 怎样 呢 ? 我 们 首先 引入 C= 偏 微分 算 子 局 
部 可 解 的 概念 . 

定义 5.2.1. 设 已 = 了》\4qs(z)9" 为 一 具有 C” 系数 ws(z) 的 巩 阶 线性 偏 


lal<m 


微分 算 子 ，zx。E R". 若 对 任意 C” 函数 (zx), 存在 一 个 广义 函数 ,在 xo 的 
某 个 领域 中 满足 
Px 一 了 全 ， (14) 

则 称 微分 算 子 P 在 zo 是 局 部 可 解 的 . 

注意 , 我 们 可 假设 f 是 有 紧 支 集 的 , 即 AE CY. 若 f 没 有 紧 支 集 , 可 任 
取 Co 函数 9, 使 它 在 zz, 的 某 邻 域内 恒 等 于 1. 假若 我 们 证 明了 在 ze 附近 方程 
Pu 一 2J/ 有 广义 函数 解 x， 那 么 x 也 是 原 问题 在 ze 附近 的 解 . 

对 党 系数 的 线性 偏 微分 算 子 , 可 以 用 求 基 本 解 方 法 得 到 其 局 部 可 解 性 . 

定义 5.2.2. 设 P(D) 二 》) as9" 是 一 常 系数 m 阶 线性 偏 微分 算 子 . 若 


lal<m 
下 GE 2 (CR") 满足 方程 
则 称 忆 为 算 子 PCD) 的 基本 解 . 


最 简单 的 例子 是 微分 算 子 .4 的 基本 解 是 薪 维 赛 德 函 数 瓦 (z)， 但 显然 


巡 (z) 十 CC 为 任意 常数 ) 仍 然 是 其 基本 解 . 所 以 基本 解 不 是 唯一 的 ， 而 可 
以 加 上 适当 条 件 得 到 满足 此 条 件 的 唯一 基本 解 , 这 是 重要 的 方法 .对 常 系数 
线性 偏 微 分 算 子 的 基本 解 的 存在 性 是 肯定 的 . 在 下 一 节 , 我 们 将 给 出 其 证 
明 . 我 们 可 利用 基本 解 研究 线性 偏 微分 算 子 的 局 部 可 解 性 . 考虑 方程 
P(D)u=1, (16) 

其 中 f€E 多 '(0), QCR" 为 开 区 域 . 应 用 单位 分 解 后 , 我 们 可 设 f€@ '(0). 
因此 , Ex f 是 可 定义 的 广义 函数 . 于 是 , 我 们 有 

定理 5. 2.3. zx 一 已 * 了 是 方程 (16) 之 广义 函数 解 . 

证 P(D)u=P(D)(Ex*f)=(P(D)E)* f=6x f=f. 

(15) 有 时 写作 为 

PAD)E(r,y) = 6(r— y),， 
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相应 (16) 的 解 可 写 为 4 二 |ECz,%f CWdy 下 面 我 们 看 一 个 例子 . 
例 . 求解 满足 下 列 条 件 的 E(x,y): 


2 
SHE(zx,y) 一 Ox 一 y) 9 二 9， 了 EE (O0,1) 9 
,万 
E(0,y) = E(l,y)=0,， 0 委 y 和 1. 
通过 直接 积分 可 得 


EE(z,y) = H(z — y) + aly) ， 
这 里 a(y) 是 任意 函数 . 再 积分 一 次 , 得 到 
ECzx,y)= |ac _ az 十 zaCy) 十 BCy) 
~ (tC— y)H(z— y)+t za(y) + p(y),， 


0, a(y) 二 一 (1 一 y)， 所 以 


E(tr,y) = (xz— y)H(zrt—y)— zr(l—y),， yE€E (0,1) 
2 
并 且 可 以 验证 x(z) = |ECz,Wf Wdy 满足 两 点 边 值 问题 : 全 3 一 0, uC0) 


二 (1)= 二 0. 


至 此 , 我 们 获得 了 常 系数 偏 微分 算 子 局 部 可 解 性 的 结论 . 然而， 对 变 系 
数 线性 算 子 及 非 线性 情况 又 如 何 呢 ? 后 面 我 们 将 看 到 勤 维 (H. Lewy) 的 非 局 
部 可 解 性 的 反例 . 在 勒 维 的 反例 发 表 以 后 ， 人 们 对 局 部 可 和 解 性 进行 了 大 量 的 
研究 ， 其 中 特别 是 霍 曼 德尔 (L.H6rmander) 发 现 了 局 部 可 解 性 的 一 般 的 必 


要 条 件 . 这 些 条 件 将 涉及 到 § 5 所 定义 的 算 子 的 主 象征 . 


习 题 
1. 求 常 系数 常 微分 方程 的 基本 解 . 


GD 求 借 =6(z) 在 多 '(R') 中 的 一 切 解 , 由 此 求 它 的 支 集 在 R+ 与 RR- 中 的 基本 解 


(ii) 求 借 十 ay 二 6(z) 在 才 '(R!) 中 的 一 切 解 ， 这 里 a 是 复 常数 ,并 根据 Re a 的 符号 


求 它 在 殉 '(RI) 中 的 基本 解 . 
[提示 : 令 y= 二 e “z. 


(ii) 把 这 个 方法 用 于 求 常 系数 线性 方程 组 丝 十 hx 一 0 的 右 基本 解 Es， 即 他 二 十 
AExt 二 6(z)I， A 是 kX&k 常数 矩阵 ，supp 下 ECRr+( 令 FE 二 e 天)。 同 法 求 Ei. 


(iv) 利用 4 的 特征 根 符号 讨论 多 (CR ) 中 的 基本 解 . 
2. 求 柯 西 一 黎 曼 算 子 在 乡 '(R') 中 的 基本 解 玉 ， 即 
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aE .OE 
Ei 。 
[提示 : 对 y 作 传 里 叶 变 换 ， EE (z,7) = |e-E(z,y)dy. ] 
3. 求解 满足 下 列 条 件 的 E(x,y): 
1? 
FriE X,Y) = OZ 一 了 y) 》 0,y0， 


E(0,y) = SE(1,y) 一 0， y 之 0. 


Cr 
plz) 


4. 设 PCz)-: 是 一 个 可 积 函 数 ,证 明 E(z) = H(z)| -45 是 算 子 生 人 p(z) 久 *) 的 


基本 解 . 


S$ 3. 第 系数 偏 做 分 方程 的 基本 解 


设 PC(D) 为 k 阶 常 系数 线性 偏 微分 算 子 , 现在 考虑 如 何在 27 ' 而 不 是 多 ' 中 求 PCD) 
的 基本 解 EE S52'. 这 时 , 我 们 可 以 利用 傅 里 叶 变 换 . 因为 巨 的 傅 里 叶 变 换 已 ES 由 
PCD)E=5, 知 EE 一 Bij. 但 是 PC5) 的 零点 使 得 很 难 求 声 (5 的 道 传 里 叶 变 换 ， 这 就 是 
求 基本 解 的 难点 所 在 . 为 此 , 下 面 我 们 分 析 已 (6) 零 点 集 的 构造 取 7ER" 使 P(7) 关 0. 适 
当 旋 转 坐 标 系 使 ?一 (0,0,…，,0, 加 )， 而 PC7) 是 加 的 次 多 项 式 , 不 妨 设 其 首 项 系数 为 1， 
即 有 
P(D) = 二 为 十 …， 

这 里 “…” 是 力 的 低 次 项 . 仍 记 力 为 久 , 二 (6',&,), P(E) 二 P(8',&) 一 0 对 应 有 上 个 根 
ie )，… AM )， 我 们 规定 其 次 序 如 下 ;i 过 ij 时 应 有 Im 入 二 Im4;, 若 Im 和 一 Im A 则 要 求 
Re A 三 Re 4. Im 1(&') 对 是 连续 的 . 现在 回 到 原 问题 . 我 们 自然 设想 应 当 取 


_ 一 好 一 Le 1 
K (rz) = (27) | Payas . (17) 


但 在 上 述 积分 中 因 已 (6) 的 零点 而 出 现 问题 , 我 们 可 把 它 写 为 逐次 积分 | a6) xd 


每 个 积分 又 都 是 在 ,EC 平面 的 实 轴 上 进行 的 . 不 改变 前 ”一 1 个 积分 路 径 ,， 但 将 名 的 积 
分 路 径 变 为 C.(): Im 二 gL )( 依 赖 于 ), 并 记 


_ 一 姑 7 1Tee 1 
Kz)= 20™"|,, de| ee Pd (18) 


Im€ = ) 
首先 , 我 们 应 该 适当 选取 pg(8'), 使 Im6, 一 gl(&') 避 开 P(E) 的 零点 . 

可 见 问 题 在 于 如 何 选 择 名 的 积分 路 径 Im 6&6, 二 pg(&'). 作法 如 下 : 对 每 一 个 6 ER :， 
Im24;(&o') 共 有 个 值 (其 中 可 以 有 重合 者 ), 作 & 十 1 个 区 间 [ 一 & 一 1， 一 十 1], [一 & 十 1， 
一 十 3],，… , [& 一 1,k 十 1]. 其 中 至 少 有 一 个 不 含 一 切 Im (fo). 在 此 区 间 中 取 一 点 作 
9《&o ) 之 值 , 则 |ImN(&0 一 9(&0')| 宇 1. 由 于 Im4(&') 对 连续, 故 有 以 名 "为 心 的 小 球 使 
在 此 球 中 |ImN(&§0) 一 gL(&0') | 之 1. 在 此 小 球 中 令 VC ) 一 w6 ). 对 每 一 点 ER”'!' 都 这 
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样 处 理 后 , 取 可 数 多 个 小 球 履 盖 R"!'( 因 R”! 不 是 有 界 的 , 仅 取 有 限 个 小 球 是 不 够 的 . 为 
什么 取 可 数 多 个 小 球 就 够 了 , 请 读者 自己 考虑 ). 在 每 个 小 球 中 gl 名 ) 之 值 已 定 , 而 在 两 个 
小 球 相交 之 处 任意 选 定 一 个 pg(&') 之 值 即 得 g(E). 对 于 固定 的 名 , Im 一 9(& ) 是 一 固定 
曲线 而 对 不 同 的 全 ,pl 名 ) 虽 然 只 是 分 片 常 值 函 数 , 而 曲线 Im 6 一 pC) 与 前 不 同 , 但 是 
不 论 如 何 ， 这 些 曲线 都 不 通过 已 (6) 的 零点 . 

关于 (zx) 的 上 述 积 分 (18) 是 否 收敛 , 我 们 必须 在 Im 二 pg(f ) 上 对 1/P(S) 作 出 个 
计 . 记 N(P) 为 P 的 零点 集 , d4(§)= 二 dist(€,N(P)), 我 们 有 

定理 5. 3.1. 令 P(6)== 刀 十 6 的 低 次 项 ,， 则 


IP(E)| > | 本 CE) (19) 


证 取 EER” 使 P(E) 关 0， 7= (0,.… ,0,1), 邻 g(t)= 二 P(E 二 17)， 其 中 iEC, 于 是 
g(t) 是 1 的 k 次 多 项 式 ， 设 其 零点 为 丸 ,…,( 可 取 复 值 ， 且 可 能 有 重合 的 ): 
g(0)=c[|G— 2%), 


j=1 


k 
于 是 g(0) 一 PC6) 天 0 且 |gC)/g(0)| = 二 Tl1 一 t/%1. 因为 5 十 47EN(CP), 故 4d(§) 声 


j=1 
min|é 一 (十 7) | 二 min| 罗 |， 从 而 当 |t| 志 4 (8 和) 时 |1 一 i/%| 志 1 十 /NN| 志 2 而 1g()/g (0)| 
过 2. 同 理 , 由 柯 西 公式 


KR —k—1 kl 2 |g (0) | 
de 和 2r [Ld(é€) J]™! 


但 是 |gC(0)|==|PCE)|1, |g 吕 (0)|= 二 13 引 (6)/9&|=k1. 代入 上 式 即 得 
k! hk1I2 gC0)|/Lacé) ]’, 


。 2Ad (€). 


< 


从 而 (19) 式 得 证 . 

下 面 , 我 们 便 可 以 证 明 常 系数 线性 偏 微分 算 子 的 基本 解 的 存在 性 . 

定理 5. 3. 2. 常 系数 线性 偏 微分 算 子 必用 ' 基 本 解 存 在 . 

证 ”对 于 天 (z) 的 积分 式 (18), 我 们 虽然 避 开 了 P(6) 的 零点 , LP(6)] 当 Re 人 一 co 
时 趋 于 0 并 不 足以 使 (18) 收 敛 . 为 此 将 P(D) 换 成 PCD)(CI 一 A) (CN 待定 ). 由 于 在 积分 区 
域 上 |P(E)| 宇 (4(8)/2)*, 所 以 1P(E) |1(1 十 1&12)* 宇 c(1 十 1&12)”,c 是 一 个 正常 数 . 当 2N 
之 n 时 , 积分 


Ku(z) = 20D™|, ae | [PCE + 1é1 "dé 


Im€ 一 We ) 
收敛 . 而 且 
P(D)(1 一 A 和 六 天 vwCz) 一 CCz) . 
实际 上 , 注意 到 P(D)(1 一 A)” 的 转 置 算 子 即 P( 一 D)(1 一 A)*, 故 对 任意 JECo 有 
(PCD)(1 一 A)vKNw， 0 = (Kw, P(— D)(1 — A)Y) 


= Gm™| zz| ae | ,oP DA — A)Y ds/Pnlé) ， 
其 中 Py (6)= 二 PCE) (1 十 1&12)*. 所 以 在 上 式 中 交换 积分 次 序 , 并 注意 到 


| gn)dr 一 (— €),， 
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取 g(xz) 王 P( 一 D)(1 一 A)*y(x), 注意 到 g (6)=P( 一 和 (1 十 1612)* yy (§), 即 有 


(PCD)G — Es, $) =2m) "| ae | “tg (x)dz 


1 ; 
Ime 一 4e) Py 江汉 了 
一 2m| CE/ | -| dé g (一 €) 
R”—1 mt, =pe) PN(S) ” 
一 (2m 一 | (一 5d 


一 (2m 一 | ¢* ¥ (~ dé = 0) 
-一 《0 9 yy) 9 


所 以 PCD)(1 一 A)YKw(zx) 一 6(z). 这 里 我 们 利用 了 (一 和 对 急 减 ,所 以 可 以 用 柯 西 
定理 将 5 的 积分 路 径 改 为 Im ,二 0. 令 

ECz) = (1 一 A)wKwCz) ， (20) 
即 知 PCD)E(z) 二 6(z), 从 而 E(x) 是 一 个 基本 解 . 由 Kw(z) 之 表达 式 知 Kn (x)E57 1， 
再 由 (20) 即 知 EE ', 所 以 它 就 是 所 求 的 洲 ' 基 本 解 . 定理 证 毕 . 


$ 4. 勒 维 有 反例 


并 不 是 任何 一 个 偏 微分 方程 都 有 解 ， 即 使 是 局 部 解 也 不 一 定 存 在 (除了 
3 2 所 讲 的 常 系 数 偏 微分 方程 外 )， 勒 维 在 1957 年 给 出 了 一 个 无 解 方 程 的 反 
例 , 他 的 例子 使 人 们 大 吃 一 惊 . 勤 维 的 例子 十 分 简单 ， 即 是 


Au .OU . . 9 U 
Jz ia + Crt irs) Fz = fxr) . (21) 
. 9 ] 9 . 9 9 ] 9 . 9 
作 二 = 二 = iD 一 一 一 - — ~ 一 一 一 一 一 
~ 之 Xl 二 iz,, TL39 并 记 - | 3 ,二 ;| 到 | 
则 (21) 可 写 为 
gu .gu __1 / 
5 一 2 (zt) ， (21) 


令 2 二 {(z,t); |z|: 过 a,|t| 二 56), a, 5。 充分 小 ， 勒 维 的 结果 如 下 : 存在 了 f 
EC” (0) 使 (21) 没有 解 wEC'(Q2) 存 在 . 
为 证 明 这 个 结果 , 令 p= 二 zi? 十 zxi, 而 取 实 变量 (p,t) 的 C' 复 值 消 数 J(p,1)， 
使 supp jyC{(p,t); 0 二 po 二 a ,|t| 过 5). 对 p(xz1,zz,t) 二 J(p,t)， 有 
ap l/la9p9 ，.99 
一 +3 
因此 , 若 x 是 (21) 的 CI 解 ， 用 分 部 积分 法 ; 


_ .99 
“gp 
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A f ,9) 一 (xz 十 izu,, 9) = | st izu,) Pp dridzx2dt 


0 


| | | u(Ds+ izp)dridzrdi 


一 ja | jz 十 谣 )dao ， (22) 
这 里 没有 a2 上 的 积分 ， 因为 gp 在 30 附近 恒 为 0.。 采用 极 坐 标 (r,0),， 因 p= 


r， dmidzs 一 dodb， 如 果 (21)' 中 的 了 仅 与 +: 有关， 则 因 p 也 仅 与 p,t 有 关 ， 
上 式 中 的 


a 


(f ,P= [a | dpdt . 


一 0 0 


ox 
因此 , 车 记 UCp,2) =| zud0, 代入 (22) 有 
pb a b a 
本 Xx — 
ja vow, 十 i 记 )dp 一 a /ae ， 


再 作 分 部 积分 即 有 
[a [vw, 十 ,一 sy dp=0. 
由 于 少 是 任意 的 , 有 
Us tiU,= sf0) = 38 (0). (23) 


g(t) 是 f(z) 的 任意 光滑 原 隆 数 . 如 果 记 V=U+7ig, 则 (237 式 成 为 了 十 zVY， 


一 0. 如 果 分 开 的 实 、 虚 部 ,这 个 式 子 就 是 柯 西 一 黎 曼 方程 组 , 而 因为 V 和 
U 一 样 是 C1 函数 ,VV 就 成 为 p 十 认 的 解析 函数 . 

由 定义 品 之 式 可 知 U(0,t)= 二 0,， 从 而 ReV (0,z)= 二 0. 故 由 对 称 原理 知 V 
可 以 解析 拓展 为 p= 二 0 附近 (但 || 过 5) 的 解析 函数 . 因此 ,V (0,t)= 二 U (0,z) 十 


ig(t) 二 Fig() 是 t 的 解析 函数 (|t| 二 5),， f(t)= 二 g' (2) 也 是 这 样 .这 就 告诉 


我 们 , 车 (21) 有 C!' 解 ， f(z) 必须 是 解析 函数 ; 而 若 (2) 仅 为 C 不 为 解析 ， 
(21) 一 定 没 有 C' 解 . 

不 但 如 此 , 还 可 以 证 明 (21) 甚 至 在 允 ' (2) 中 也 没有 解 ， 并 且 还 可 构造 
一 些 另 外 的 无 解 方程 的 例子 . 

勒 维 的 例子 告诉 我 们 , 并 非 任 何 一 个 线性 偏 微分 方程 都 有 解 . 那么 哪些 
方程 是 可 解 的 呢 ? 当然 , 由 前 面 知 道 常 系数 偏 微 分 方程 是 可 解 的 . 对 变 系 数 
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方程 ， 人们 作 了 许多 人 研究 . 霍 曼 德尔 等 关于 局 部 可 解 性 的 研究 尤为 重要 . 然 
而 ,关于 局 部 可 解 性 的 研究 还 有 许多 未 解决 的 问题 待人 们 进一步 深入 研究 . 

从 以 上 关于 适 定性 的 分 析 看 ， 仿 微分 方程 的 情形 比 常 微分 方程 的 情形 复 
末 得 多 . 这 也 说 明 偏 微分 方程 的 本 性 和 党 微分 方程 是 非常 不 相同 的 . 这 是 由 
于 它 所 反映 的 物理 规律 是 如 此 多 种 多 样 . 因此 , 研究 偏 微分 方程 最 好 的 途径 
是 以 物理 为 指南 ， 并 研究 反映 不 同类 型 物理 规律 的 不 同类 型 方程 ,然后 才 有 
可 能 进入 比较 一 般 的 理论 ， 即 令 到 那个 时 候 , 物理 现象 仍 是 我 们 考虑 间 题 的 
指引 . 这 一 点 是 偏 微分 方程 理论 非常 显著 的 特点 . 也 正 因 为 如 此 , 我 们 把 现 
在 这 个 课程 称 为 数学 物理 方程 ,而 不 称 为 一 般 的 偏 微分 方程 理论 . 


习 十 
1. 全 Pr) 是 (20 中 的 和 于 即 
Pr,D) = 3 +ij + ir + izs) Fo 


其 中 fEC”(R), 那么 ,方程 
P(r,D)u— fu=0 
不 存在 在 有 :的 任何 开 子 集 上 连续 的 非 平凡 解 . 
[提示 : 考虑 v= 二 lnw 所 满足 的 方程 .] 


5. 二 阶 线性 偏 做 分 方程 的 分 类 
人 们 的 研究 表明 , 反映 不 同 物 理 规律 的 方程 , 其 区 别 可 以 从 方程 的 形状 
上 看 到 ,因此 可 对 二 阶 线性 偏 微分 方程 进行 分 类 . 设 有 二 阶 线性 方程 
on) 5 十 DE je +t er)u = fr) ， 


其 中 an(z) 一 au(z). 为 了 傅 里 叶 变 的 的 需要 ， 我 们 宁可 采用 记号 3.， 
而 考虑 算 子 


P(z,D) = y osCzDD， Di 十 > (z)D, + elz) . (24) 
jk=1 
(以 下 恒 设 cx(z) 一 aj(7x)), 与 它 相 联 系 有 一 一 个 代数 形式 
P(z,E) = D1 aC) 十 > (7)é&, + clz)， (25) 


j,k=1 


称 为 P(z,D) 的 全 象征 ， 特别 重要 的 是 它 的 二 次 齐 性 主 部 


J 
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P,(x,é€) 一 Dy ax)Eé,, (26) 


称 为 其 主 象征 . 

在 讨论 算 子 (24) 时 , 我 们 会 看 到 , 主 象征 的 零点 集 起 着 特别 重要 的 作 
用 , 确切 些 说 ,我 们 有 

定义 5.5.1. 我 们 定义 P(rz,D) 的 特征 集 为 : 

Char P= {(x,€); € € R"\0, P,(r,€) = 0}. (27) 

于 是 我 们 进而 对 算 子 P = P(xz,D) 分 类 如 下 : 

定义 5.5.2. 若 Char P= 人 ,就 称 PP 为 椭圆 型 的 ， 换言之 , 若 当 5 六 
0 时 对 于 某 一 点 工 恒 有 

Sa Cr)éé, 天 0 ， 


成 立 , 则 称 卫 在 工 点 是 酉 加 型 的 车 了 在 每 一 点 XEQ 避 为 酉 国 型 的 ， 则 称 
已 在 2 中 是 椭圆 型 的 . 

其 他 类 型 方程 的 定义 则 较 复 杂 . 

定义 5. 5.3.， 若 算 子 可 写 为 


9 - 2 - 9 
P= a7 onl) 5 5 元 十 他/ 了 元 十 c(z,t)， (28) 


而 3 lantj& > 0(8 天 0)， 则 称 忆 为 抛物 型 的 (更 准确 地 说 是 模 抛 物 型 的 )， 


最 后 , 固定 xz 则 主 象征 P:(z,) 是 一 个 二 次 型 ， 而 可 通过 关于 “的 线性 

变换 化 为 标准 形 . 若 此 标准 形 是 
士 (四 十 … 十 加 -一 加 ) ， 

则 在 此 点 Char P 是 一 个 两 叶 锥 面 . 这 种 情况 特别 重要 ， 所 以 我 们 给 出 

定义 5.5.4. 上 述 情况 下 称 已 在 工 点 为 双 曲 型 的 (或 更 精确 地 说 ， 对 也 
方向 是 强 双 曲 型 的 ). 

需要 强调 的 是 ， 以 上 并 没有 将 一 切 二 阶 方程 分 类 ,而 只 是 挑选 出 了 一 些 
特别 重要 的 子 类 . 其 外 还 有 许多 其 他 类 型 , 或 者 因为 研究 较 少 , 或 者 因为 尚 
不 成 熟 , 还 可 能 因为 要 更 多 的 数学 工具 ， 而 不 可 能 引入 本 教程 中 . 

高 阶 方程 的 分 类 更 为 复杂 ,但 大 体 上 也 是 沿 着 以 上 诸 定义 的 线索 . 

同一 方程 在 不 同 区 域 可 以 属于 不 同类 型 . 最 著名 的 例子 是 特 里 科 米 
(Tricomi) 方 程 

9 入 094 


它 在 y > 0 处 是 椭圆 型 的 , > < 0 处 是 双 曲 型 的 . 注意 , y = 0 时 方程 是 赔 化 
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的 ， 此 时 方程 并 不 能 称 为 抛物 型 的 . 这 种 方程 称 为 混合 型 方程 . 

从 上 述 定 义 显 然 可 知 ， 车 算 子 P(rz,D) 在 某 一 点 为 椭圆 型 的 , 则 P(xz,D) 
在 这 点 的 某 个 邻 域内 也 为 椭圆 型 的 ,同时 , 也 可 证 明 若 P(rz,D) 在 某 点 为 强 
双 曲 型 的 , 则 它 在 这 点 的 某 个 邻 域内 也 为 强 双 曲 型 的 . 抛物 型 情况 较为 复 
杂 ， 这 时 我 们 把 上 和 xz 分 开 , 可 以 证 明 , 若 已 =P(d,zia,a) 在 (ti,zo) 是 抛物 
型 的 ， 则 当 zz 在 zo 的 某 个 邻 域 中 时 , 了 在 (io,z) 点 也 是 抛物 型 的 . 

同时 , 我 们 可 知 由 算 子 P(z,D) 的 主 象征 P,(z,6) 这 个 二 次 型 的 性 质 来 
判断 方程 的 类 型 ， 若 在 某 点 附近 P,(z,€) 为 正 ( 负 ) 定 的 , 则 算 子 P(zx,D) 在 
该 点 附近 为 椭圆 型 的 ; 若 在 某 点 附近 P:(z,) 为 负 半 定 ， 且 其 和 矩阵 
(aja(Z)) 的 秩 为 n 一 1, 而 关于 其 虹 化 方向 的 一 阶 导 数 的 系数 为 正 ， 则 算 子 
P(xz,D) 为 抛物 型 的 ; 若 在 某 点 附近 二 次 型 P,(z,&) 为 非 晓 化 的 不 定型 , 且 只 
有 一 个 特征 根 的 符号 与 其 他 所 有 的 特征 根 符号 不 相同 ， 则 算 子 P(xz,D) 为 双 
曲 型 的 . 

很 容易 看 到 ,第 一 章 中 引入 的 弱 振 动 方程 、 热 传导 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 
分 别 是 双 曲 型 、 抛 物 型 和 椭圆 型 的 . 那么 , 一 般 的 二 阶 方程 能 否 化 为 它们 呢 ? 
结果 是 ， 耕 系数 充分 光滑 ， 则 对 两 个 自 变 量 方程 , 在 一 点 附近 恒 可 通过 变量 
变换 将 其 主 部 化 为 以 上 情况 之 一 ( 见 第 七 章 $3). 因此 , 这 三 个 方程 是 典型 
的 方程 . 研究 它们 所 得 的 结论 具有 很 大 的 普遍 意义 ， 以 下 三 章 将 分 别 对 这 三 
个 典型 方程 的 性 质 进 行 研 究 . 


习 十 
1. 判断 下 列 方程 的 类 型 : 


‘1) 2 +5 十 39 一 0 ， 
(2) 2 
(3) 3 一 z+ 各 一 0 
(4) (一 D3 敬一 0. 
2. 证 明 方 程 
+- 


不 论 为 方程 的 什么 解 它 都 是 椭圆 型 的 . 


第 六 章 “” 李 圆 型 方程 


$ 1. 调和 鸭 数 的 性 质 


1. 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 ”本 章 中 我 们 实际 上 只 研究 一 个 方程 
普 拉 斯 方程 


拉 


一 Au 一 Spiu = 一 yazv =0. (1) 
j=1 


它 的 主 象征 是 |&|* 一 各 十 … 十 总 ，(A 的 主 象征 是 一 16|2). Au = f 称 为 
泊 松 方程 (1) 的 Cz 解 称 为 调和 函数 .我 们 研究 的 方法 是 利用 它 的 基本 解 

虽然 在 前 一 章 8 3 我 们 证 明了 一 般 常 系数 偏 微分 算 子 的 基本 解 的 存在 
性 , 但 具体 计算 却 相当 复杂 . 然而 一 些 特殊 算 子 有 许多 特殊 的 性 质 , 这 将 使 
其 基本 解 的 计算 变 得 简单 . 这 里 讨论 的 拉 普 拉 斯 算 子 具有 旋转 不 变性 .而 
8(z) 也 有 同样 的 性 质 , 故 其 基本 解 也 应 有 这 个 性 质 , 所 以 它 应 是 一 个 只 与 矢 
径 有 关 的 广义 函数 . 

那么 , 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 是 什么 呢 ? 我 们 还 是 从 物理 上 找 启发 . 为 
此 设 n 二 3 而 求 Rs 中 静电 场 的 电位 UCz). 高 斯 定律 告诉 我 们 

AL 一 一 p(X). 

p(z) 是 电荷 密度 (这 里 要 选用 适当 单位 制 )， 最 简单 的 情况 是 在 原点 放 一 个 单 
位 正 电荷 . 这 时 电荷 分 布 的 密度 为 6(z), 而 总 电荷 为 |3Cz)dz 一 1， 且 因为 
电荷 集中 在 原点 , 即 有 6Cz) 二 0 于 工头 0 处 ，8(0) = co. 所 以 6(z) 就 是 第 
二 章 讲 的 6- 函数 . 我 们 在 那里 说 过 . 这 些 物理 直观 是 不 严格 的 , 而 广义 函数 
论 把 问题 从 数学 上 说 清楚 了 . 但 这 并 不 是 说 物理 直观 提供 的 信息 都 是 不 正确 
的 .实际 上 它们 是 很 重要 的 .我们 现在 将 电荷 的 分 布 分 解 为 点 电荷 ， 则 总 电 
场 应 是 这 些 点 电荷 产生 的 电场 的 琶 加 , 它 的 具体 表达 式 以 后 再 讲 . 记 6(z) 所 
产生 的 电场 电位 为 E(z), 则 由 高 斯 定律 有 AE = 5, 即 这 个 (x) 就 是 拉 普 拉 
斯 算 子 的 基本 解 ， 从 物理 上 很 清楚 ， 这 个 电位 只 与 x 点 距 点 电荷 位 置 (原点 ) 
之 距离 有 关 ，, 所 以 , 若 用 球 坐 标 , 则 基本 解 应 该 可 以 写成 E(r)， 这 就 是 物理 
的 分 析 给 我 们 的 启示 .下面 再 作 数 学 的 分 析 就 容易 了 . 

现在 在 U(z) 二 U(r) 的 形式 下 求 基本 解 ， 即 求解 方程 
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一 AL =$6,， (2) 
其 中 二 zf 十 … 十 xz， 在 球 举 标 下 ， 


7 9 (3) 


dr’ rr dr 
所 以 有 
dU 7 一 ld _ 》 
dr’ r dr 
两 边 乘 以 六 ， 因 为 当 2 之 2 时 一 :19 一 0, 故 若 记 W = "1U', 则 应 有 
a 0 


因此 W = C, 即 分 一 Cri", 因 此, 除 相差 一 项 常数 外 ， 
U=Cr", 当 n > 2,， U = Cn 二 ， 当 n = 二 2. (4) 
余下 的 是 要 决定 常数 C, 现在 我 们 先 给 出 结果 ,具体 的 推导 留 在 以 后 ， 
[ (2 —n)1S" ll ry"*, 7 全 2 
FE(r) -| 


5 
— (2r) -ln 二， 7 一 2. (9 


这 里 |s$ ”| 是 一 1 维 单位 球面 xz? 十 … 十 x? 二 1 的 面积 . 

2. 格林 公式 。 现在 回 到 三 维 空间 (n = 3) 的 情 
沈 . 设 人 2C Ri 是 一 有 界 区 域 , 其 边界 a 是 光滑 曲 
面 , 函数 “和 zz 都 设 在 C2:(27 门 C1(0) 中 . 于 是 因为 
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al am ~ du am 
“Av = 2 a “并 7 2 Fz 3 
~ 9 9 2 Da dv 
一 闷 二 | 这 | 于 下 
二 者 相 减 有 图 6 一 1 
“Av — vA = Du a 。 
两 边 在 人 上 积分 ， 利 用 数学 分 析 中 的 高 斯 定理 ， 即 得 以 下 重要 的 格林 公式 
fr an au 
由 ce ~ wh)dr = | v5 |as. (6) 


n 是 20 的 单位 外 法 向 量 . 

这 个 公式 极为 重要 . 我 们 把 它 应 用 到 v 二 二 =r* 上 去 , 这 里 7 一 
PQ|, Q@ 是 中 一 个 定点 , 已 是 积分 动 点 . 但 是 这 个 v 并 不 属于 C*(0) 站 
CGO) ,因此 我 们 在 2 中 挖 去 以 @Q 为 心 .e 为 半径 的 小 球 , 而 在 余下 的 区 域 0 
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中 应 用 (6) 式 . Q2. 的 边界 由 两 部 分 组 成 : a2 和 以 Q@ 为 心 ,e 为 半径 , 这 个 挖 去 
了 的 小 球 之 球面 39B.(Q). 在 后 一 部 分 上 外 法 向 量 n 即 一 r 方 向. 因此 我 们 有 


-二 as. (7) 
rr 


上 式 左边 因为 在 Q. 中 人 [| 士 | = 0, 只 余下 一 ‖ 学 ez. 上 式 右边 最 后 一 项 ， 


2 
yf1__l 1_l 
因为 在 aB.(Q) 上 r= 人， 所 以 二 六 -一 C2? 7 一 <， 因此 

~ | [2(i)- tls 

9dr\lr 7 Or 

aB,(Q) 
= 二 上 was+ 尘 上 | ddS 
aB._(Q) aB.(Q) 


但 由 积分 中 值 公式 | 。 was =u(Q*) | as = 4reiu(Q*), Q" 是 小 球面 
aB.(Q) aB.(Q) 

上 菜 一 点 ,因此 , 令 。 一 0, 上 式 右边 第 一 项 趋 于 4xx(Q), 且 同 理 上 式 第 二 项 
趋 于 0 当 e -> 0 时 (7) 式 左边 趋 于 一 。 学 az。 所 以 我 们 得 到 一 个 重要 公式 


1[I|1ou 
4(Q) = r 3nd 
an 
1] 9 | 1 ] Az 
特别 是 对 于 调和 函数 ， 因 Au 王 0 故 有 
了 工 | 革 2zoyg ll ?0/1 
“一 本 ti" 3 > dS . (9) 


(8) 式 右边 的 三 个 积分 都 是 所 谓 “ 位 势 型 积分 ”, 我 们 来 逐 项 讨论 其 物理 


意义 .二 一 元 -Gy 是 放 在 己 点 处 的 单位 正 电荷 在 @ 点 产生 的 电位 如 果 在 P 
附近 一 小 块 面 元 4S 上 放 一 面 密度 为 志 了 < 的 电荷 , 再 把 它们 产生 的 电位 秋 加 


起 来 即 得 (8) 的 第 一 项 ,所 以 它 称 为 面 密度 为 二 了 < 的 单 层 位 势 . 同样 ,第 三 


项 是 体 密度 为 一 从 的 牛顿 位 势 或 体位 势 ， 为 了 说 明 第 二 项 的 物理 意义 ,我 
们 要 引入 偶 极 子 的 概念 ， 将 大 小 相同 符号 相反 的 两 个 点 电荷 9 与 一 9 放 在 相 


We 


二 
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距 /的 两 个 位 置 上 . 由 一 g 到 g 的 方向 称 为 极 轴 ， 
P= 二 ql 称 为 偶 极 距 . 当 ! 一 0 但 方向 不 变 、%/ 之 值 
户 也 不 变 的 电荷 系统 称 为 一 个 偶 极 子 . 我 们 来 看 


一 个 单位 偶 极 子 产生 的 电位 令 g = 村, 由 9 产 


生 的 电位 是 地 。 二. 同 理由 一 9 产生 的 电位 是 


一 地 “ 方 . 二 者 之 和 当 ! -> 0 时 极限 是 忆 


rr 


所 以 (8) 式 第 二 项 是 分 布 在 SS 上 的 面 密度 


一 让 4、 极 轴 为 n 的 侦 极 子 所 产生 的 电位 这 好 


像 是 92 外 侧 有 正 电 荷 、 内 侧 有 负电 荷 产生 的 电位 ， 所 以 称 它 为 双 层 位 势 . 
利用 (8) 式 即 可 最 后 决定 (4) 中 所 说 的 C. 设 v = Cr-1 是 基本 解 (注意 ， 
因 mn= 二 3, 故 2 一 n= 二 一 1), 于 是 对 于 PE CY(0) 
HW)= (0Q— PP) ,9) = (A(Cr !) , 9) 


= Clr™ ,Ap) = c|| ?gdz . 
人 


1 
r 


为 一 方面 , 在 (8) 中 令 x 一 9, 则 因 9 在 2 附近 为 零 而 曲面 积分 的 两 项 都 不 出 
现 ， 即 有 


__1 A9 
PCQ) = ll 7 dz. 


比较 二 式 即 得 C = 一 1/4x. 它 就 是 nn == 3 时 (5) 中 的 [C2 一)|S"!1|]-! 一 
[一 151] 二 一 1/4x. n 为 其 他 维 数 时 的 证 明 类 此 . 

公式 (8) 已 在 第 二 章 中 用 广义 函数 解释 过 了 . 

还 有 一 点 应 该 说 明 . 方程 AU = 一 C(z) 只 表示 Qf 内 有 密度 为 p(x) 的 电 
人 答 存在 ,因此 (8) 中 的 第 三 项 出 现 是 自然 的 . 何以 还 会 有 a0 上 的 电荷 与 偶 极 
子 的 分 布 从 而 产生 前 两 项 呢 ? 这 是 由 于 22 上 的 感应 电荷 产生 的 . 

3, 平均 值 公 式 与 极 值 原理 。 仍 设 为 调和 函数 . 在 (6) 中 令 v= 二 1, 则 
因 Ax = Av 一 0, 5 一 0，(6) 式 成 为 

| $as =—0. (10) 

回 到 (9), 令 Q2 是 以 Q 为 心 , R 为 半径 的 球 Br(Q), 则 在 a2( 记 作 S(Q,R)) 上 ， 
元 一 南 , 总 [二 |= 半 | 寺 | = 一 点 = 一 志 , 于 是 得 到 重要 的 平均 什 公 式 


- 
1 
“(Q) = 了 | uP)dSp. (11) 


SQ,R) 


r R’ an 
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上 式 右 边 是 x(P) 在 SCQ,R) 上 的 球面 平均 值 . (还 有 体积 平均 值 公 式 留 作 一 
个 习题 . ) 利用 平均 值 公式 可 以 证 明 本 节 的 主要 定理 一 一 极 值 原理 . 

设 2 是 一 个 连通 开 集 ， 即 2 中 任意 两 点 都 可 以 用 一 条 曲线 联结 起 来 . 设 
zx 是 4 中 的 调和 函数 ,我们 有 

定理 6. 1. 1. ( 极 值 原 理 ). 车 连通 开 集 及 中 的 调和 函数 & 不 恒 等 于 一 常 
数 ， 则 x 必 不 能 在 2 内 达到 其 上 、 下 确 界 . 

证 ”我 们 用 反 证 法 . 设 w 关 const, 而 在 QQ@ 
E 1 达到 其 上 确 界 M, 从 而 M =x(Q) = sup w. 
我 们 证 明 x 在 以 Q 为 心 而 位 于 2 内 之 任 一 球面 4 
上 等 等 于 M. 事实 上 

M=u(Q) = |SI"' lacPyase. 

若 (Po) = 二 Mi 二 M, PES, 由 于 是 连续 的 ， 
所 以 在 Po。 附近 的 一 小 片 Ss 上 zw 二 MC—&， 
e > 0. 因此 


图 6 一 3 


M= wu = |S|-! llIwu (PdSp S| llu(P)dSp 
(Q) = |S| je + 18 | ee 
IS [MIS|+ MS|I— 15|1)]<M. 
这 就 是 矛盾 . 因此 在 S$S 上 ww 圭 M. 由 于 ”的 半径 可 以 任意 变动 , 所 以 在 以 Q@ 为 
心 的 某 个 球体 已 中 x= AM 
任 取 一 点 CQ E 人 并 以 一 条 路 径 联结 Q@ 与 & (图 6 一 3). 于 是 可 以 此 路 径 
会 于 B 内 之 一 点 为 心 作 另 一 球体 B1, 并 且 仿 照 上 面 的 证 明 得 知 在 Bl 中 二 
M. 仿 此 进行 即 可 证 明 x(Q' ) = M, 从 而 在 2 中 夺 M 而 与 假设 矛盾 . 
利用 极 值 原理 即 可 证 明 有 界 区 域 2 中 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 和 雷 问题 
Au 二 0， 于 人 中， 
ulam=f 
解 的 唯一 性 和 稳定 性 . 这 里 , /是 22 上 已 知 连续 函数 . 狄 利 克 雷 问题 是 要 求 
u € C0) NN CO), 在 Q 内 满足 方程 而 在 a2 上 适合 边 值 条 件 . 若 此 问题 有 
两 个 解 与, 令 二 wi 一 uw， 则 有 
Au 一 0 ， za 一 0. 
因为 xEC(2)， 它 一 定 会 达到 最 大 与 最 小 值 ; 或 则 二 者 皆 在 a2 上 达到 , 这 时 
max&w 一 minz 一 0, 而 xx 三 0; 或 则 二 者 之 一 在 人 2 中 达到 ,这 时 由 极 值 原理 
u 三 const ,而 此 常数 值 又 一 定 为 0, 否则 不 会 有 wim 二 0. 总 之 ww 三 0, 即 za 


(12) 
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为 证 稳定 性 , 将 (12) 之 边 值 条 件 改 为 
La 一 8 (13) 
8 是 U2 上 为 一 连续 函数 , 而 且 设 在 22 上 
Ih|= |f—g|<e. 
看 分 别 记 (12)、(13) 加 上 Ax = 0 之 解 为 uj 和 us， 其 差 为 w= 二 wj 一 ws。， 则 有 
Au;, 二 0， ulamn=h=/—g. 
利用 极 值 原理 很 容易 看 到 
lu| max|h| 二 e. 
这 就 是 解 对 边 值 的 稳定 性 . 


习 题 
1. 设 人 = Br(Q)( 以 QQ 为 心 、R 为 半径 的 开 圆 域 ), xE CC2) 站 C2(0), 证 明 : 


l 1 l 
) BR(Q) 


(1) wu(Q) = 4 站 
aB%(Q 


(2) 着 Au 之 0, 则 wu(Q) 过 


< i | ul(P)dSp. 


aB rpQ) 


[提示 : 利用 公式 (8). ] 
2. 证 明 单 层 位 势 和 双 层 位 势 在 20 外 皆 为 调和 函数 . 牛顿 位 势 在 0 外 也 是 调和 的 . 
3 4xQ@)=|| f(P)ydzp/r(P,Q), 了 可 积 , 证 明 在 广义 函数 意义 下 , 在 0 中 有 


0 


Au 一 一 4rry ， 
[提示 : 令 F(P) = f(P), PEQ0; F(P)=0,PEN, 则 F €E 8@'(R’), 而 且 v 王 
(1/r * F)(Q).] 
4. 拉 普 拉 斯 方程 的 诺 依 曼 (Neumann) 问题 是 . 


ou 

Jn »=/， 

其 中 ff 已 知 、 连 续 . 证 明 它 在 CC(0) 门 C1(f2) 中 可 解 的 必要 条 件 是 : 
| fads =0. 
a0 


Au 一 0 于 0 中， 


5. 证 明 第 一 格林 公式 


9 7 
外 zas =- 站 
Py 0 


这 里 、 羡 缘 假 设 足 够 光滑 . 令 ， 一 为 调和 函数 ， 利用 此 式 证 明 ， 若是 习题 4 中 诺 依 曼 
问题 的 解 ， 则 问题 的 一 切 解 必 可 表 为 w 十 C，C 是 常数 .当然 所 有 十 C 也 都 是 此 问题 之 
解 . 

6. 车 2 是 有 界 连 通 开 集 , u E CC2) 站 C2(Q), 并 且 x 在 Q 上 有 : Au 宇 0,w 闫 C( 常 


9u 
{gi jd 
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数 )， 则 v 必 不 可 在 0 内 部 达到 其 上 确 界 . 
[提示 : 按 定理 6.1.1 的 方法 , ] 
7. 若 0 是 平面 上 的 有 界 连通 开 集 , OE€ 0, wu € C(O) 站 C2(0) 满足 
Au 一 0 ， 在 CONO ， 
| ul|lnm = sin zy ， 
Wim u(r,y) i%. 
证 明 : 宇 一 1, 在 QA\O 中 . 
8. 设 Bk(Q) 是 以 Q 为 心 、R 为 半径 的 球体 , 证 明 调 和 函数 的 体积 平均 值 公 式 ， 
“(Q) 于 uP)dzp, 
1B| 表示 该 球 的 体积 : |B| 二 人 xR*. 
[提示 : 取 0 二 rr 二 R, 并 在 S(Q,r) 上 对 应 用 球面 平均 值 公式 , 再 将 4zr?u(Q) 对 > 
自 0 到 尺 求 积分 . ] 
9. 设 QC Rs 为 有 界 连 通 开 集 , 证 明 下 列 外 问题 的 解 是 唯一 的 : 
Au 一 0 ， 在 RIN\O， 
u|n = f(z),， 


lim u(x) = 0. 


zl 一 oo 


f(x) 为 已 知 的 在 a2 附近 定义 的 连续 函数 . 

10. 设 纺 是 有 界 连通 开 集 , x € C(Q) 门 C?(0) 满足 方程 

Az 一 好 一 0， 当 zxX E02. 

证 明 : ww 必 不 可 在 0 内 部 达到 最 大 值 , 除非 二 0. 

11. 设 0 是 有 界 连通 开 集 , x € C(Q2) 站 C?(0) 满足 

Au 十 |Vu|* 一 w= 一 0， 在 2 内 ， 
| uln=0. 

斌 证; x(z) 三 0， 当 z 6E 0. 

[提示 : 用 反 证 法 , 考虑 v 的 最 大 值 ( 或 最 小 值 ) 点 处 Aw 的 符号 . ] 

12. 设 有 一 般 的 二 阶 椭圆 型 算 子 己 如 下 : 

Pu = dalz) jg 十 bz) 过 十 c(Cz)u ， 


j,k=1 


其 中 c(rX) = 0， aj (TX)， b; (zx), CCZ) 皆 为 (2 中 的 连续 画 数 ， Cj 一 dpj, >》 aT) EE 之 


A287, 4 二 0, 车 uw E€ CC0) 使 在 Q 中 Pu 二 0, 如 果 刀 在 0 中 达到 最 大 与 最 小 值 , 必 有 


2 三 0. 


[提示 : 设 “ 在 roEe2 达 到 它 的 最 大 值 , 可 考虑 作 一 个 线性 变换 将 二 次 型 
2 ax(zo)6i6 化 为 标准 形 ,从 而 可 用 一 个 线性 变换 在 zo 点 (但 不 是 其 任意 小 的 邻 域 ) 将 


j=1 


Pu 化 为 
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9 ~ Au 
Oa yt Db) yt ee Pi 之 0. 
由 此 研究 w(xzo) 二 max zx 的 符号 ; 同样 ,研究 min x 的 符号 另外 ,也 可 直接 考查 


Sanlzo) 5 ge 的 符号 ,注意 到 它 为 系数 矩阵 (ax(z)) 与 zxCz) 的 黑 赛 (Hesse) 矩阵 的 


j,k=1 


乘积 矩阵 (在 xz = zo) 的 迹 ， 当 x(zo) 为 最 大 值 时 ， 由 椭圆 性 便 可 推出 上 述 迹 为 负 . 取 最 小 
值 时 以 一 zxCz) 代替 u(x) 讨论 之 . 」 


$ 2. 简单 区 域 中 的 狄 利克 雷 则 | 匮 


1. 边 值 问题 概述 ”椭圆 型 方程 最 常见 的 定 解 问题 是 边 值 问题 .第 一 
章 中 即 已 指出 , 它 的 柯 西 问题 是 不 适 定 的 . 拉 普 拉 斯 方程 最 常见 的 边 值 问题 
是 在 232 上 给 出 以 下 边 值 条 件 之 一 : 
狄 利 元 雷 问题 : ula=/; 


诺 依 曼 问 题 : 了 =f; 
nan 


第 三 边 值 问题 ， 。 [a 了 纪 十 如 | | 一 ，a,b 同 号 


对 于 狄 利克 雷 问题 , 我 们 要 求解 在 C*(Q) 站 CCD) 中 ; 对 另 两 个 问题 , 则 要 求 
解 在 C*(Q) 门 C1(D) 中 . 还 要 注意 , 有 时 0 是 一 有 界 区 域 , 这 时 的 边 值 问题 
称 为 内 问题 有 时 0 是 闭 曲面 20 的 外 部 而 以 co 为 其 内 点 , 即 am 不 通过 co 
点 , 这 时 的 边 值 问题 称 为 外 问题 . 求解 外 问题 时 , 对 解 w 在 oo 处 的 性 态 要 加 
上 限制 : 在 n 二 2 (二 维 问题 ) 时 ,时 常 要求 z 在 co 附近 有 界 ; 在 xn 二 3 时 , 则 
时 常 要 求 limu(z) 二 0. 若 a0 通过 co 时 ,0 是 无 界 区 域 . 这 不 算是 外 部 问题 ， 
其 处 理 又 有 新 的 困难 . 以 下 只 讨论 2 为 半 平 面 时 这 一 个 特例 . 

本 章 只 讨论 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问题 . 从 (9) 式 可 能 产生 一 种 错觉， 
以 为 可 以 给 出 两 个 条 件 


而 由 (9) 式 有 


u(Q) = 二 as 一 1 一 一 le 
这 个 结果 是 不 正确 的 . 因为 ， 只 有 在 上 述 问题 有 解 的 条 件 下 才能 用 (9) 式 得 
到 (14) 式 . 因此 , 这 只 说 明 , 若 上 述 问 题 有 解 ， 则 解 只 能 是 (14)， 从 而 是 唯 
一 的 . 但 一 般 说 来 它 是 无 解 的 ，(14) 虽然 是 调和 函数 , 但 无 法 验证 它 同 时 适 


(14) 
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合 两 个 边 值 条 件 . 但 是 (9) 式 仍 启发 我 们 如 何 去 解 拉 普 拉 斯 方程 的 犹 利克 雷 
问题 . 
除了 原来 的 
Au 一 0 于 心中 ， 
ula=f 
以 外 ,再 考虑 男 一 个 狄 利 克 雷 问题 : 
Av=0 于 4 中， 
1 (15) 
vln = P.O) : 
这 里 视 Q 为 参数 而 PP 是 动 点 , 因此 (15) 的 解 应 依赖 于 Q: v = v(P,Q). 
对 和 w 应 用 格林 公式 有 


_ 加 1 2 了 _ ,ou 
-去 [uAv vAu jdzr 一 本 J ve |as. 


将 (9) 式 加 到 此 式 上 , 注意 到 vlw = 二 ,ulm 一 f， 即 有 


w(Q) 一 一 二 a fe | — *P® lase 
= [fcp) 元 cCP,Q)asv， (16) 
a 
-| 一 
GP,Q) =— EE "PO)| (17) 
(17) 称 为 格林 函数 ， 它 是 一 个 有 奇 点 的 调和 函数 (P 一 @ 处 有 奇 点 ), 而 在 20 
上 为 0. 它 的 物理 意义 很 简单 :考虑 导体 20， 将 20 


它 “ 接 地 ”， 即 保持 此 曲面 上 电位 为 0( “地” 即 指 
零 电 位 ). 在 导体 曲面 所 包围 的 (中 空 的 ) 区 域 2 
内 的 @ 点 处 放 一 个 单位 正 电 荷 , 它 所 产生 的 电位 


是 一 二-( 即 基本 解 ), 同时 它 还 在 a0 上 感应 生 
成 另外 的 电 葵 分 布 ， 此 感应 电荷 生成 的 电位 为 


2 GD ， 即 有 总 电位 一 二 | 圭一 下. 因为 a0 = 
放疗， 所 以 其 上 总 电 位 避 为 0 好 ola 一 上 所 图 6 一 4 
以 这 个 总 电位 就 是 格林 函数 . 

格林 函数 有 许多 性 质 , 其 中 最 重要 的 是 其 对 称 性 . 设 在 Q 中 有 QQ 两 
点 , 我 们 可 证 明 


定理 6.2.1. 格林 函数 对 其 两 个 变 点 对 称 : 
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C(QQ:) = GQ,,Q1). (18) 

证 在 2 中 控 去 以 Qi Q; 为 心 、s 为 半径 

的 两 个 小 球 ( 分 别 记 为 01， 02;). 记 余 下 的 区 域 为 

(12.， 其 边界 由 22，a2，a02: 组 成 .在 0. 中， 

cpP,QD)，CCP,Q:) 作为 己 的 函数 都 是 调和 的 . 

于 是 对 ww(P) = G(P,Q1), v(P) = G(P,Q,) 应 

用 (6) 式 . 注意 到 Au = Av = 二 0 以 及 在 322 上 w= 
v 二 0,， 即 有 


| G(P,Q,) 


SO gs, 图 6 一 5 


9 GP ,01) 
or 


— | GP,Q,) dS,. 


a 十 a0， 
现在 令 e 一 0, 于 是 仿照 (8) 之 法 有 : 
GP,Q) 2 CPsQ) 


2 + 0, 


dip 一 学 C(Q， CI) 。 


同 理 


| ceoo co 


a 十 2 


因此 定理 得 证 . 

现在 有 两 个 问题 : 首先 , 求 出 格林 函数 后 ，(16) 是 否 为 所 求 的 狄 利克 雷 
问题 之 解 ? 因为 我 们 是 在 犹 利克 雷 问题 有 解 的 假设 下 得 出 解 的 公式 (16) 的 . 
这 个 假设 是 否 成 立 还 有 待 检验 .如果 (16) 确实 是 解 ， 则 这 个 假设 得 到 了 确 
认 . G(P,Q) 当 卫 天 已 时 是 尸 的 调和 函数 , 但 由 上 面 证 明 的 对 称 性 可 见 ， 当 
Q 隆 了 时 GCP,Q) 也 是 Q 的 调和 函数 . 在 (16) 式 中 , PE 40, 当 QEQ 时 ， 
Q@ 隆 PP 自然 成 立 , 因此 (16) 式 的 被 积 孙 数 是 QE 02 的 调和 函数 . 利用 积分 号 
下 求 微 商 即 知 w(Q) 是 2 中 的 调和 函数 . 满足 边 值 条 件 的 证 明 要 困难 得 多 . 


因为 我 们 很 容易 看 到 5 G(P,Q) 一 O| 去 |. 因此 , 当 QQ 从 器 内 趋向 30 上 一 
点 Pi 时 ,将 会 出 现形 如 


dSp > C (Ci , QW,) 。 


f(P) 
| r (P,P.) 
的 积分 . 分 母 的 次 数 恰好 与 积分 区 域 的 维 数 相同 . 所 以 这 是 一 个 发 散 积分 . 
它 是 所 谓 的 奇异 积分 . 关于 它 的 理论 是 现代 数学 的 一 个 重要 成 果 , 我们 在 这 
里 当然 无 法 涉及 , 而 只 有 在 下 面 的 一 些 特例 中 看 一 下 是 如 何 处 理 这 个 问题 
的 . 第 二 个 问题 是 如 何 求 格 林 函 数 . 其 实 , 我 们 是 把 一 个 一 般 的 犹 利克 雷 问 


dp 
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题 化 为 一 个 特殊 的 猴 利 克 雷 问题 (以 为 边 值 ). 但 是 物理 学 将 启发 我 们 怎样 
求解 . 这 就 是 下 面 讲 的 镜 象 法 

? 半 平 面 的 格林 函数 。 从 现在 起 ,我 们 限于 讨论 平面 问题 ,而 将 一 3 
时 的 相应 问题 留 作 习 题 . n 一 2 时， 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 是 一 去 In 二 ,而 
(9) 式 成 为 


Au 1 9 1 
格林 函数 现在 是 


Apvu (P,Q)=0, vln ol 。 


当然 , 格林 函数 仍 有 对 称 性 . 
Q(x, y) 


P (x1, 7)1) 
y=0 


Q(x,—y) 


为 了 求 上 半 平面 的 格林 函数 ， 我 们 设想 除 在 Q 点 有 一 个 单位 正 电荷 外 ， 
在 Q@ 关 于 a0Q2( 即 y= 二 0) 的 对 称 点 ( 镜 象 )Qi 处 放 一 个 单位 负电 人 荷 . 很 容易 想象 
到 , 这 两 个 电荷 所 产生 的 总 电位 在 上 半 平 面 2 中 除 在 Q@ 点 外 都 是 调和 的 ,而 
在 ad 上 抵消 为 0. 人 因此 


一 志 [m EG r(P,Q) nEO (21) 


x(Q) = | ulP) EGP, dS (22) 
a n 
9 
9 ye 
一 (2Z 一 TD)7 十 (y 一 y1)’， 
一 (2Z 一 1) 7 十 (y 十 y1)’， 


注意 到 在 20 上 :一 = 一 
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(其 中 rr = 7r(P,Q), 7 1 一 7( 忆 ,GD)) 以 及 在 a2 上 yi 一 0， 即 有 


1 9 1 ar 
一 = 一 mn 一 一 -一 nr 一 二 二 一 一 (yy y)/r, 
9 Vi 思 9 yi 7 gy > >1)/ 
9 1 9 1 9r 
jn 二 一 一 lnyr 一 一 一 (y 十 y))/7 
9 Yi 7 1 9 yi nl 5 了 > > /1， 


因此 ,由 (22) 式 有 
十 co 
ur(Q) 一 二 | un0)ydzi/[Gz — z+ 7]. 


因此 狄 利克 雷 问 题 
Au 一 0 于 yy 二 0 处 ， 
u|,-o = f(x) 

之 解 如 果 存 在 的 话 ， 必 为 


十 co 
zz) 一 二 | fydi/[z t+]. (23) - 


因此 , 若 此 问题 有 解 ， 解 必 是 唯一 的 . 但 是 我 们 需要 考虑 这 个 积分 的 收 伍 性 . 
通常 我 们 设 f 在 (一 co, 十 co) 上 连续 而 且 当 |:| 一品 时 , f(t) 一 OCi-9， 
a 0. 虽说 只 需 设 了 有 界 就 是 够 保证 (23) 式 当 y 之 0 时 的 收敛 性 , 但 我 们 仍 
如 上 作 了 和 较 强 的 规定 ,其 原因 在 下 面 就 可 以 见 到 . 本 节 开 始 时 , 我 们 指出 了 ， 
无 界 区 域 上 边 值 问题 与 外 问题 不 一 样 ， 而 要 有 专门 的 处 理 . 这 里 假设 Fa) = 
OC ->)，a > 0， 就 是 无 界 问题 中 才 出 现 的 附加 条 件 . 

现在 要 证 明 (23) 式 确实 给 出 狄 利 克 雷 问题 的 解 . 首先 证 明 它 是 y 之 0 处 
的 调和 函数 . 这 当然 很 容易 直接 在 积分 号 下 求 微 商 来 证 明 , 但 我 们 宁可 采取 
为 一 个 方法 . 令 zx 一 工 十 zy， 则 


1 yy 1 x 
(r+y] Aifl(r—t):+y] 


1 
Re [xz 人 一 z)]- 
因此 


2U(Zyy) = Re 一 二 | sd . 


右 方 的 积分 除 相差 因子 1/2 是 柯 西 积分 , 因而 是 z 的 解析 函数 ,其实 部 自然 
调和 . 

为 证 明 它 满足 边 值 条 件 , 不 能 直接 在 (23) 中 令 y = 0, 因为 (23) 式 是 在 
y 放 0 的 条 件 下 导出 的 . 我 们 只 能 在 其 中 令 y > 0+ 而 证 明 其 极限 值 是 fx). 
以 这 个 极限 值 作 为 u(z,y) 在 a2 上 的 补充 定义 ,得 到 的 x 在 万 上 连续 . 以 后 
说 狄 利克 雷 问 题 的 解 都 是 指 在 这 个 意义 下 满足 边 值 条 件 的 解 . 因此 现 证 


(24) 
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lim u(rz,y) = f (zx). 


y>0t 


我 们 要 注意 , 当 y 一 07 7 这 一 点 由 定理 


2. 3. 12 即 可 看 到 (不 过 要 把 离散 的 参数 换 成 连续 的 y 二 > 0, 但 定理 2.3.4 的 
证 明 仍 适用 )， 所 以 
lim u(xz,y) = (f() ,6(t — zx)) = f(r). 


但 是 6 € 多 ' 应 作用 于 f(t) €E C8 上 , 现在 的 f(z) 则 不 适合 这 个 要 求 . 
不 过 由 定义 2.3.1 的 (23) 式 ( 对 于 / = 6(z 一), 应 取 其 中 = 二 0, 那里 的 例 
2 中 已 讲 到 这 一 点 )， 可 见 和 可 以 推广 到 作用 于 紧 支 集 连 续 函 数 上 去 . 但 /GO) 
连 紧 支 集 也 没有 ,补救 之 法 是 利用 单位 分 解 . 取 YG) E Co (R ) 而 在 上 一 工 附 
近 为 1. 于 是 y(t) 和 1 一 Jy(2) 构成 及 的 单位 分 解 ， 令 

f02) = yO EL $8) 0 三方 G) + fl). 


= + ws 
wz) = | fyai/[ le — t+ y], j=1,2. 


j 二 2 时 , 积分 区 域 不 包含 1 二 的 一 个 邻 域 , 因此 可 以 直接 令 y 一 07 而 知 其 
极限 为 0. 积分 区 域 中 包含 上 一 工时 不 能 这 样 做 , 因为 yY 一 0 时 在 上 一 民 处 无 
极限 . 奇异 积分 理论 可 一 般 地 讨论 这 个 问题 ， 现 在 则 可 用 和 定理 2.3.12 证 明 za 
— f(z). 

现在 回 到 (24) 式 . 拉 普 拉 斯 方程 与 解析 郴 数 有 密切 联系 . 但 是 对 解析 图 
数 不 能 提出 狄 利克 雷 问 题 ， 而 只 能 提出 : 求 一 解析 函数 请 (z) 使 其 实 部 适合 狄 
利克 雷 条 件 . 这 就 是 求 共 恩 调和 函数 的 问题 . 但 是 容易 看 到 , 大 v 是 的 共和 亏 
调和 函数 , v 十 C 也 是 , 且 包 括 了 所 有 共 轿 调和 函数 .由 (24) 立即 可 见 


F(z) = | fad/ — 2) +iC (25) 


即 所 述 问题 的 “ 通 解 ”. (25) 称 为 许 瓦 效 (Schwarz) 公式 (H. A. Schwarz 是 德 
国 数学 家 , 不 要 把 他 和 广义 函数 论 的 创造 者 法 国 数学 家 L. Schwartz 混 起 来 ). 
现在 可 以 解释 为 什么 要 设 f(t) = O(C )，w 盖 0 了 . 因为 这 可 以 保证 (25) 
的 收敛 性 ，(25) 包括 了 两 个 积分 : 一 是 其 实 部 (23), 收敛 性 较 好 ; 一 是 其 虚 
部 ; 


二 | 三 人) 。 fH) x) yy, 


-~ [(zC—) 二 yy 

收敛 性 较 差 . 
3. 圆 的 格林 函数 。” 对 于 圆 , 什么 是 对 称 点 呢 ? 请 注意 , 我 们 使 用 对 称 点 
是 为 了 使 当 书 E 92 时 ,r= 二 ri. 若 圆 半径 是 RR, 作 Qi 使 人 OPQ ~ 人 OPei， 
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应 有 r:R 一 ri :Pi1(Di 一 10Q' | )， A: R=R :Op1(P 一 1OQ |). 所 以 CQ 的 取 法 
是 在 OQ 的 延长 线 上 取得 使 2 二 R*/Pp. Q 与 Qi 称 为 关于 圆 对 称 ， 如 用 极 坐 
标 ， 知 若 Q@ 二 (Pp,0)， 则 Qi 三 (R’*/p,0), 而 当 P € a0 时 7 = Rri/pi = pri/R. 
因此 


1 1 人 
G(P,Q) = 一 其 | 元 一 了 区 | (26) 
即 所 求 格林 函数 . 车 了 之 极 坐 标 为 (pp,0p)， 
现在 
9g 9g 
an 9pp’ 


r? =0% 十 pO— 2ppp cos(0p — 09), 
r? =p0% 十 02 — 2ppp1 cos (Op 一 0)， 
则 


R°—p pe 
GP, Q) = 二 rr R 
当 PE G30 时 , pp 二 R, 代入 (22) 即 得 
R°— po 
u(p,0)= aR |, f (9) Ri: — 2Rocos(O— D+o dS 


= 计 |, /9 Ro DT 
(Op 改写 成 了 由. (27) 称 为 泊 松 公式 . 

我 们 也 要 验证 (27) 确 是 圆 上 狄 利 殉 雷 问题 的 解 . 它 是 圆 内 调和 函数 是 明 
显 的 , 余下 的 仍 只 是 需 证 明 它 适合 边 值 条 件 . 方法 仍 是 利用 定理 2. 3. 12. 不 
过 要 稍微 修改 而 证 明 若 了 F,(0 一 9) 是 9€ 110,27j] 的 周期 为 2x 的 连续 函数 ( 即 
圆周 上 的 函数 )，0 是 一 参数 ， 则 当 适 合 以 下 两 条 件 时 必 有 ,im Fl 一 7 一 
0(CO 一 0): 

(1) 对 任意 9. ,9 € [0,27r 


[oro — pap <C. 
(2) 在 区 间 [9,%] 上 


lim [Wa ,0 — Pay = | 
p>R “全 


(27) 


1 ， gE€E [Lo ,7 ， 


0， 0OELw， 2 ， 
证 明 留 作 习 题 现在 注意 -f= 
“~~2x R’?— 2RPcos(0— DP 
二 1 确 为 以 1 为 边 值 的 狄 利 元 雷 问题 的 解 .。 所 以 
1=1 1 2z R’*— pp’ 
27 Jo R: 一 2Rpocos(0— Do 


-GP, Q), 而 


dy. 
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因为 被 积 函 数 恒 非 负 ， 所 以 条 件 (1) 成 立 . 为 证 明 条 件 (2) 成 立 ， 注意 当 0 E 
[9 ,PG 时 cos(0 一 9 二 4 二 1, 因此 被 积 函 数 之 分 母 当 Pp 一 RR 时 严格 大 于 某 
正 数 ， 由 分 子 趋 于 0 即 知 这 时 积分 趋 于 0, 而 当 09 E (9,8) 时 


多 2x 
| x =| x 一 | x 
7 0 [0,2x]\[9 ,9 


1. 


加 | [0,2x]\[9 ,9 - 
由 此 立即 有 
1 R?— op? 
27 尺 — 2Rpcos (0 — D+P 
4. 调和 函数 的 另 一 些 性 质 。 由 泊 松 公式 可 以 得 到 调和 也 数 的 为 一 些 重 
要 性 质 . 
(1) 令 。 = 0 我 们 又 得 到 平均 值 公 式 . 
(2) 平均 值 公式 之 逆 . 设 w(Q) E C(Q) 满足 平均 值 公 式 , 重复 极 值 原 
理 的 证 明 即 知 它 在 Q 内 任 一 闭 区 域 上 满足 极 值 原理 . 在 02 内 任 取 一 圆 B 使 B 
CQ, 以 ls 为 边 值 求解 狄 利克 雷 问 题 , 利用 泊 松 公式 可 得 其 解 v. 在 B 内 任 
一 个 圆 ( 不 是 0 内 之 任 一 圆 , 因为 v 在 B 外 无 定义 ) 上 ,一 v 满足 平均 值 公 
式 , 因此 必 在 圆周 上 达到 最 大 与 最 小 值 . 现在 就 考虑 有, 因为 uw 一 v1ass 二 0， 
所 以 三 v 于 B 中 . 即 是 说 在 0 内 的 任 一 圆 中 都 是 调和 的 ,， 从 而 在 2 内 是 
调和 的 . 
(3) 可 去 奇 点 定理 . ”调和 函数 和 解析 函数 类 似 有 可 去 奇 点 定理 . 但 nn == 2 
与 二 3 情况 不 同 . 当 n 一 2 时 , 若 x(Q) 在 4 点 ( 设 为 原 反 ) 附近 (但 4 点 可 
能 除外 ) 调和 ， 而 且 


— 6(0— 9). 


u(Q) = o(lD)Inr(4,Q) ， (28) 
则 可 以 补充 w(Q) 在 4A 之 值 使 wu 在 包括 4 点 在 内 的 4 的 某 邻 域 中 调和 . 证 明 
如 下 : 作 以 4 为 心 、R 为 半径 的 小 圆 B 含 于 此 邻 域 中 . 令 

ve(Q) = elln(1/r(A,Q)) — ln(1/R)],， 

ve 在 外 圆 半径 为 RR、 内 圆 半径 为 6 二 0 的 环 中 调和 , 在 9B 上 为 0 而 在 8 内 二 0. 
再 用 xl|a 为 边 值 作 调 和 函数 w1( 用 泊 松 公式 ), 于 是 包 硅 w 一 芭 在 B\(A4) 中 
调和 , 在 3B 上 为 0. 现 将 ww 与 v。 比较 , 并 证 明 在 任 一 固定 点 Qi 闫 4 处 |w| 
入 v 对 任意 成 立 . 事实 上 ， 对 任意 s， 只 要 取 8 充分 小 , 则 一 方面 由 (28) 式 
可 以 使 在 内 圆 圆周 上 |w| 二 v。. 但 在 32B 上 双 与 w 缘 为 0, 故 由 极 值 原理 , 在 
万 内 |w| 声 v. 而 在 Qi 点 此 式 也 成 立 . 不 论 e 取 何 值 , 适当 取 9, 这 总 是 可 以 
作 到 的 . 因此 令 e 一 0 即 知 w 寺 0, ww 夺 ww 以 ww(4) 作为 (4) 之 补充 定义 
而 定理 得 证 . 
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n 一 3 时 证 明 与 此 相同 , 但 (28) 应 改 为 
u(Q) = ol(1)(1/7r(A,Q)). (29) 
(4) 调和 郴 数 的 解析 性 . 本 章 开始 我 们 定义 调和 函数 是 Axu= 二 0 的 CC 
解 . 但 实际 上 调和 函数 有 更 高 的 光滑 性 ， 它 自动 地 成 为 C(z,?y) 的 解析 函数 . 
这 并 不 是 说 它 是 z 十 zy 的 解析 函数 ,因为 复 变量 的 解析 函数 除 恒 等 于 常数 外 
不 会 是 实 值 沙 数 , 而 我 们 讨论 的 调和 函数 则 是 实 值 的 (否则 就 不 会 有 极 值 原 
理 了 ). 我 们 说 调和 郑 数 是 (z,y) 的 解析 函数 ,是 指 它 在 每 一 点 ( 设 为 (0,0)) 
附近 可 以 展 成 xz,y 的 轿 级 数 : | 
u(X,y) 一 人 >， QaonD Y”. 


m,n=0 


原因 是 , 耕 以 xz 在 (0,0) 为 心 、 尺 为 半径 的 圆周 上 之 值 为 边 什 , 则 x 可 以 用 泊 
松 公 式 表 示 . 但 是 
Rs fo 
R’:— 2Rocos(0— 9 
一 RP 
R’: 一 2R(zxcos9 十 ysinp) + (zx? 十 妈 ) 
当 (Zz,y) 在 (0,0) 附近 时 确实 可 以 展开 为 (z,y) 的 震级 数 . 代 人 泊 松 公式 即 得 
调和 函数 的 宕 级 数 展开 式 . 
不 但 如 此 ， 当 n= 3 时 , 调和 函数 u(rz,y,z) 也 是 (x,y,z) 的 解析 函数 . 
对 任意 多 个 自 变 量 情 况 也 都 如 此 . Au 二 0 的 CC 解 如 此 , 其 夕 ' 解 又 如 何 呢 ? 
下 面 将 证 明 , Au = 0 的 所 有 2 ' 解 都 是 C” 解 , 因此 也 都 是 解析 的 . 
(5) 刘 维 尔 (Liouville) 定理 . 解析 函数 有 一 个 重要 性 质 : 在 整个 复 平面 
上 解析 的 函数 若 为 有 界 则 必 恒 为 常数 .对 调和 函数 也 如 此 : 在 全 空间 R" 上 调 
和 且 有 界 的 函数 必 恒 为 常数 (Liouville 定理 ). 证 明 它 只 需 平 均值 公式 就 够 
了 . 分 别 记 以 0 和 工 为 心 、R 为 半径 的 球 为 Ba(0)，Br(z). 它们 的 体积 辟 相 
同 ,为 1B,| = 二 C,R". 利用 体积 平均 值 公 式 ( 见 上 节 习 题 6, 它 在 nn 维 情 况 也 成 
立 )， 有 


Iu(x) 一 zxKCO)| 三 | 已 |: 


| u(y)dy 一 | “Vay 
BR(Z) Bn.0) 


< .| (z)AB (0) uCy) dy . 
(图 6 一 8). 记 xjl。, = sup|u(y)|， 有 
wz) — uO) | < hull 18,17 (| 


dy 十 | 
|y|<R,|y—z|>R iy|>R,|y—z|<R 


< lul1B,1"1| 


R—|z|<iy|<R+|zl 
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= ul |B,| CL CR 十 zl 六 一 (CR 一 zl 
= O(l/R). 
令 尺 一 co 即 有 w(x) = u(0 ). 

(6) 蛤 纳 克 (Harnack) 定理 . 设 {u,(Q)} 是 0 
中 的 调和 函数 序列 ,而且 在 2 中 一 致 收敛 于 
uw(Q),， 则 x(Q) 也 是 0 中 的 调和 函数 . 证 明 很 简 
单 . 作 一 个 圆 BCQ, 则 ww 在 2B 上 也 一 致 收敛 于 
uw. 在 泊 松 公式 中 求 极限 即 得 . 

(25) 式 把 半 平 面 上 的 格林 水 数 与 柯 西 积分 


核 1/(z 一 x) 联系 起 来 . (27) 式 其 实 也 是 一 样 . 


BA(ONBr(X) 


记 92( 现 在 是 以 (0,0) 为 心 R 为 半径 的 圆周 ) 上 图 6 一 8 
之 点 为 上 一 Re”*, 0 内 的 点 为 z 一 pe*， 则 
FKP | |x| 
R?— 2RPpcos(0— Do |t—zl 
— Re t+ 
上 一 之 


因此 也 很 容易 解决 以 下 问题 : 已 知 圆 内 解析 函数 f(z) 之 实 部 在 圆周 上 的 值 ， 
求 此 解析 函数 . 其 通 解 为 


2 
f(x) 一 去 | Ref() 二 dp 十 iC ， (30) 
C 是 任意 实 常数 . 它 是 在 圆 上 的 许 瓦 效 公 式 . 


习 题 
1. 设 CCP,Q) 为 格林 函数 , 证 明 . 
(1) 0 <— G(P,Q) < Eo) ， 当 PQ ,P,QEDN. 
[提示 :; 考虑 (15) 并 应 用 极 值 原理 . ] 
9G(P,Q) ， 


[提示 : 考虑 (16), 取 寺 1.] 

2. 用 镜 象 法 求 第 一 象限 的 格林 函数 . 

3. 求 半 圆 域 的 格林 函数 . 

4. 当 ? 一 3 时 , 求 上 半空 间 {(zy,y,z); z 盖 0}) 以 及 球 {(zyyyz); TT 十 yy 十 ?二 R?) 
的 格林 函数 . 并 给 出 相应 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 . 

5. 证 明定 理 2. 3. 12 的 修改 : 车 (0 一 9 是 pgE€ [0,2x] 的 周期 为 2r 的 连续 函数 ， 而 
且 : 

(1) 对 任意 由, 多 GE fo,2z] 
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| — Pd9|< 
7 


] ， PE (pp); 


D7 
(2) lim | (0 — dy = | 
R™ v 级 0 ， PE [三 内] ， 


则 lim F,(0— 9 = 6(0— 9). 
6. 证 明 哈 纳 克 不 等 式 ; 设 x 在 以 @Q 为 心 尺 为 半径 的 圆 巨 内 非 负 调 和 ，, 而 在 互 上 连续 ， 
则 | 


RF wu(Q) uP) < 去 去 三 


PEB 是 B 内 任意 点 ,; PP 一 |PQ|. 
7. 证 明 以 下 更 一 般 的 险 纳 克 不 等 式 : 
(1) 设 wu 宇 0 是 0 中 的 调和 函数 ，Bir(Q) C0, 证明 对 Br(Q) 中 任 二 点 P1、P; 有 


u(P1) = | u(r)dz < | u(x) dr, 
BRCP1) BRCPI) 


u(Q) . 


uw(P,) = But- u(rT)dz 之 Bal"!| u(x)dz. 
Bp(P,) 


3R‘f2) 2R ‘1 
(2) 利用 (1) 证 明 


Sup u < 3" ,Int ZL。 


(3) 证 明 一 般 的 哈 纳 克 不 等 式 : 设 & >> 0 在 0 中 调和 ， K CC 0 是 的 连通 紧 子 集 ， 
必 可 找到 一 个 只 与 n,K,Q 有 关 的 常数 C 使 
supu < C infn. 
8. 证 明王 3 时 的 可 去 奇 点 定理 . 
9. 设 2 是 有 界 连通 开 集 , O € 0, pg€ CC(0), u(rz) ECCO) 几 C2(0) 满足 方程 
Au = 二 0， 在 4 内 ， 
| | uln = 9; 
而 v(x) 是 定 解 问题 
Axz 一 0， 在 ONO， 
| zU|a 一 9 
的 有 界 解 , 证明: w(x) = 二 v(xz)， 于 ONO， 
10. 设 人 是 有 界 连通 开 集 , O E 0Q, 证 明 不 存在 这 样 的 函数 u(x), 它 在 从 上 连续 , 在 
人 QO 上调 和, 并 且 在 32 上 满足 : w(x) 二 7 二 wu(O). 
11. 人 维 球面 , ， 球 心 在 原点 . 若 Qi，Q: 位 于 过 圆心 的 同一 半 射 
线 上 且 OQ .0OQ, = R’, 则 称 Qi,Q, 对 该 球面 对 称 ( 互 为 反 演 ). 证 明 : 若 x 在 球 内 调和 ， 则 


ui(P) = 二 xz(Q)(Q 与 已 互 为 反 演 ) 是 球 外 的 调和 函数 ， 这 里 > 一 |OP|. xh=az 称 为 开 尔 
文 (上 elvin) 变换 . 
11. 证 明 开尔文 变换 之 道 ; 车 zu(P) 在 球 外 调和 ,而 且 limw(p) 一 0, 则 其 开尔文 变 


换 w(Q) 一 二 wu(P), 7 二 |0Q| 在 球 内 (包括 O 点 ) 调和. 
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3 3. 天 于 一 般 椭圆 型 偏 微分 方程 解 的 正则 性 分 析 


上 面 几 节 中 我 们 都 只 讨论 Ax = 0 的 C: 解 ,而 82 中 证 明了 这 些 解 都 是 解 
析 的 (从 而 也 都 是 C” 解 ). 这 并 不 是 偶然 的 事 . 在 建立 广义 函数 时 , 我 们 以 
Cr 为 基本 空间 而 得 到 了 容许 很 高 奇异 性 的 对 象 (如 8 函数 ). 所 以 , 研究 广义 
函数 时 , 一 个 核心 问题 是 讨论 奇异 性 . 为 此 , 就 有 必要 对 什么 是 奇异 性 划一 
条 清楚 的 界限 . 简单 地 说 , 由 于 我 们 是 在 C” 框架 中 讨论 广义 函数 的 ,所 以 ， 
凡是 破坏 了 C” 性 质 就 称 为 奇异 性 , 而 保持 C” 性 质 就 称 为 正则 性 . 第 二 章 中 
给 出 广义 函数 奇 支 集 定义 时 , 我 们 就 是 这 样 做 的 . 与 之 相 比 ， 如 果 我 们 是 在 
解析 函数 框架 中 讨论 问题 , 破坏 解析 性 就 是 奇异 性 , 保持 解析 性 就 称 为 正则 
性 . 在 复 分 析 课程 中 , 我 们 就 是 这 样 做 的 . z 

我 们 现在 要 证 明 Au = 0 的 广义 函数 解 的 奇 支 集 为 空 .这 件 事 与 拉 普 拉 斯 


方程 基本 解 的 奇 性 分 布 有 关 ， 不论 在 ” 一 2 或 ”> 2 时, 基本 解 Cln| 十 | 或 


Cr 的 奇 支 集 都 是 一 个 孤立 点 {7 二 0}. 现在 我 们 给 出 如 下 的 定义 : 
定义 6.3.1 车 C” 系数 的 线性 偏 微分 算 子 P 二 》) a.(z)D* 具 有 以 下 的 


lal<m 
性 质 就 称 书 是 亚 椭圆 的 : 对 任意 xz ESG ,sing supp uC 性 sing supp Pu. 换 名 
话说 : 卫 是 亚 椭圆 的 当 且 仅 当 对 任意 开 集 介 CCR" 及 任意 u E (DO)， 由 Pux 
E C” 可 得 zx € C~(0)( 请 读者 作为 习题 证 明 ). 

因此 , 在 互 是 亚 椭 圆 算 子 己 的 基本 解 : PE = 5, 则 因 sing supp PE = 
sing supp 9 一 (0}， 所 以 sing supp 瓦 CC (0}. 重要 的 是 , 若 己 还 是 常 系数 算 
子 ， 上 述 结果 的 道 也 成 立 . 

定理 6. 3.2. 设 P 为 常 系数 线 性 偏 微分 算 子 , 而 且 有 一 基本 解 E(x) 使 
sing supp 上 二 {0}, 则 PP 必 为 亚 桶 圆 的 . 

证 ” 设 u € 夕 ', 对 任意 x EE sing supp Pu, 必 存 在 xz 的 e 邻 域 B.(z)， 
使 得 B.Cz) 门 sing supp Pu 一 亿 . 令 pE CF (B.Cz)), 9lsw =1, 则 9Pu 
E Cr ,而 Pl(9u) = 二 9 Pu 十 v,v 中 各 项 丝 含 有 gq 的 不 低 于 1 阶 的 微 商 作为 因 
子 , 故 在 B.(z) 外 及 Bus(z) 内 v = 0. 现在 

ExP(gu) = Ex (9p9Pu)+Exv, 
其 中 互 * (gp Pu) 由 定理 3.1. 3 知 为 C” 函数 ,对 第 二 项 , 因 定 理 3. 2. 3 有 
sing supp(E xv) Csing supp v + {0}’= sing supp v C supp v. 
因此 xv 在 Boslx) 上 是 C” 的 , 但 另 一 方面 
ExP(lgu) = P(Ex (9u)) = (PE)x (pu) = Ox (pu) = 9u, 
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所 以 px 在 86.oGz) 上 是 C2 的 , 即 xz sing suppzx。 于 是 
sing supp xx C sing supp Pzx ， 

P 为 亚 椭圆 的 . 

把 这 个 结果 用 于 拉 普 拉 斯 方程 即 知 A 是 亚 椭 圆 的 . 特别 是 可 以 得 到 著名 
的 外 尔 一 许 瓦 效 (Weyl-Schwartz) 引 理 : 

定理 6.3.3. Ay 一 0 的 一 切 驳 (2) 解 骨 为 C~(02) 解 . 

但 这 个 定理 只 说 明 在 2 的 内 点 光滑 , 而 在 a2 上 可 能 有 很 高 的 奇 性 . 

本 节 讲 的 结果 对 一 般 C” 系数 的 椭圆 型 算 子 也 是 成 立 的 : 即 它 们 都 是 亚 
椭圆 算 子 . 例如 ,对 m 阶 常 系数 线性 偏 微分 算 子 PCD),， 如 果 它 是 椭圆 算 子 ， 
即 当 《6 关 0 时 其 主 象征 P,(§) 了 天 0,， 因此 在 单位 球面 {6;|16| = 1)} 上， 
min|Pa(§)| 一 C > 0. 由 于 Pu(6) 是 6 的 m 次 齐 性 多 项 式 , 故 |P。(6) | 之 
Cl&|”". 首先 我 们 有 

引 理 6. 3.4 设 P(CD) 是 友 阶 常 系数 椭圆 算 子 ， 必 存在 常数 尺 盖 0, 使 全 
象征 P(E) 的 零点 全 在 {5;1€| 二 R,E 关 0) 内 . 

证 ”将 P(E) 按 各 项 次 数 分 组 而 得 

P(€) = P,(é) + P, 1(§€) 十 … 十 PC) ， 
P。_i(#) 是 的 m 一 上 次 齐 性 多 项 式 , 因此 
PC 二 |P,C€)| 一 (|P。;(6| 十 … 十 1P(CS)1) 
>clél" 一 MI6 一 cl 1 一世 

令 尺 一 M/C 即 知 当 |$| >RR 时 了 P(E) 天 0. 引 理 证 毕 . 

现在 考虑 P(D) 的 基本 解 已 E 9', 则 巨 的 储 里 叶 变 换 信 E 7', 由 
P(D)E 一 6, 知 全 一 万 忆 ， 但 是 PC6) 的 零点 使 得 很 难 求 sj 的 逆 伟 里 叶 
变换 . 但 由 引 理 知 其 所 有 P(§) 的 零点 在 |&| 过 RR 内 , 故 若 作 XC(6) € CY (R") 
使 在 |&| 三 R 上 Xx(6) 三 1, 则 可 令 歼 一 有 FILL 一 X(§))/P(6)], 显然 El EE 
9 /. 于 是 PCD)E(zx) = F-i((PCD)ED) )=F-1( — xX(€)) = 6(7x) 一 
(FX)(z). 其 中 XE€ ,这样 , 虽然 Ei(zx) 不 是 基本 解 ， 却 也 “相差 不 
多 ”, 不 妨 称 为 “ 拟 基 本 人 解 ”对 拟 基本 解 五 ;， 我 们 有 

定理 6.3.5 设 P(CD) 是 Ma 阶 常 系数 椭圆 算 子 ,五 ; 为 其 拟 基 本 解 ， 则 

sing Supp E, = (0) . (31) 
1 一 X(é) 


证 记 PE) 一 7(5)， 则 ~Ec” 站 到 和 且 由 上 一 引 理 证 明 中 知 


1 入 CCG 十 |) 一 ”再 由 忆 。，x() 的 齐 性 . 可 以 证 明 对 任意 重 指标 a, 存 
在 常数 C。， 使 得 


[IID reé)| SC 十 1 一 Il 
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对 任意 PE ,计算 
(DiCXF (Cr)(Zz) ,9) 
一 (一 1)Ip8(r , F-!'(r"Dig)) 
一 (— 1)'M(r ,(— De) (€°%(é€))) 
— (— 1)F (EDir) , 9», 
所 以 
DACxF-1r) CT)) = (— 1) MF CE Der)(E)) 7) ， 
而 
[ésDzr(€)| CA £1) "ta. 
对 任意 j, 取 1B|=j, la| 宇 1 一 m 十 BI 十 n= 二 1 一 mm 十] 十 n. 则 人 Der 
是 在 R* 上 绝对 可 积 函 数 ， 因 此 FI(C2Dgyr)(Cz) 是 连续 函数 ， 即 可 得 
x*F-1(7)(z) € Ci, 这 便 可 得 Ff-!'(r)(z) 在 zx 关 0 时 是 C” 的 ， 即 有 
sing supp F (rr) = 10}. 
定理 证 毕 . 
利用 此 定理 , 在 定理 6. 3. 2 的 证 明 中 以 拟 基 本 解 五 ; 代替 一， 便 可 得 到 同 
样 的 结论. 即 
定理 6. 3.6 常 系数 椭圆 算 子 是 亚 椭 圆 的 . 
对 C= 变 系数 椭圆 算 子 , 也 可 以 利用 拟 基 本 解 证 明 其 亚 椭圆 性 . 不 过 , 那 
时 的 拟 基本 解 比 常 系数 情况 复杂 得 多 . 
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1. 应 用 积分 方程 方法 ”上 一 节 中 我 们 通过 格林 函数 解决 了 一 些 特殊 区 
域 中 拉 普 拉 斯 方程 的 狄 利克 雷 问题， 对 于 一 般 的 区 域 或 其 他 边 值 条 件 问题 又 
如 何 ? 解决 这 些 问题 的 途径 之 一 仍 是 利用 基本 解 ， 从 (9) 式 知 拉 普 拉 斯 方程 
的 解 可 写成 由 边 值 vla 及 3 关 | 和 基本 解构 造 的 单 层 位 势 及 双 层 位 势 之 和 ， 
但 对 拉 普 拉 斯 方程 只 能 给 一 个 边 值 条 件 ， 所 以 我 们 设 x 只 是 单 层 位 势 或 双 层 
位 势 , 例 如 对 狄 利克 雷 问题 ,可 设 其 解 w 为 双 层 位 势 

u(xX) 一 | a,ECz,y) Hy)d5,. (32) 
当然 , 不 一 定 是 w(z) 的 边 值 , 是 待定 的 未 知 函数 (假设 它 在 边界 0 上 连 
续 )， 由 于 天 (z,y) 为 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 , 记 3,E(z,y) 二 (zy)， 则 可 
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证 明 ( 这 里 不 证 )K(z,y) 有 如 下 性 质 : 


1 ， 当 ZzE 人 0 
| KGce,y)as， =1 汤 ， 当 z€ 0; (33) 
0 ， 当 zxXEQ 
及 
K(xy) =O0dz— yl ), 于 MxXa, (34) 
并 且 还 可 进一步 证 明 存 在 常数 C, 使 得 
| Ecolas sc (35) 


u(r)= limwu(lzt thn(r)), u, (rz) 一 lim Ulztn((r)), TE aA, n(r) 


ti—0 t—»0 


为 工 处 02 之 单位 外 法 向 量 , 于 是 我 们 有 
定理 6.4.1 假设 PE C(90), w(x) 由 (32) 所 确定 ， 则 


w(x) 一 二 gz) 十 | K(r,y) p(y) dS,, (36) 
a? 


ut (2) 一 一 二 gp(z) + | KCz,y) pdS,. (37) 
an 
证 设 TE€ 02, 而 1 二 0 充分 小 , 则 工 十 tn(z) € 0Q2, 于 是 ,由 (33)， 
&U(Z 十 胡 (CZ)) =9(7) | a E(z + tn(zr),y)dS, 
y 


+| a ECx + tn(z) sy) (Gy) — Gr) dS, 
yy 


= g(z) +| a ECx + tn(z) sy) (Gy) — pr) ds,. 
了 
而 第 二 项 积分 在 t 二 0 是 连续 的 (作为 习题 ). 于 是 , 令 1> 0 可 得 
w(x) 一 pCz) 十 | KGze,y)pCy)dS， — g(x) | Kz,»y4ds, 


= 这 9Cz) 十 | KCz,y 9 dS,. 
a2 


吞 取 t> 0, 同 理 可 证 (37). 定理 证 毕 . 
根据 x 的 边 值 条 件 ww|aw = 二 f， 由 (36) 可 以 得 到 关于 gp 的 一 个 算 子 方程 : 


59 十 Tro= f/f. (38) 


Tx 是 一 个 以 人 (zx,y) 为 核 的 积分 算 子 . 可 以 用 积分 方程 理论 处 理 它 , 也 可 以 
用 沁 函 分 析 的 一 般 理论 来 讨论 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 彼得 罗 夫 斯 基 著 、 段 
毁 荣 译 《 偏 微分 方程 讲义 并 高等 教育 出 版 社 ) 或 [ 美 ] Gerald B. Folland 著 、 
齐 民 友 等 译 4《 偏 微分 方程 引 论 兴 高 等 教育 出 版 社 ). 
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2. 变 分 方法 ”现在 介绍 为 一 种 方法 变 分 法 的 思想 . 在 第 二 章 $1 
讨论 了 弦 振 动 的 哈密 顿 原 理 ， 现 在 再 看 另 一 类 物理 问题 . 若是 2CR 中 的 
电场 电位 ， 则 它 应 使 位 能 


E(u) 一 | ea 十 us)dzxdy (39) 


在 某 一 函数 集 M 中 达到 最 小 . 在 考虑 狄 利 克 雷 问题 时 应 要 求 适合 边 值 条 件 
u|m 二 f， 这 就 成 为 定义 M 的 条 件 之 一 ; 其 他 的 条 件 则 是 zx 应 具有 茶 种 光滑 
性 等 等 . 经 典 的 变 分 学 把 这 一 极 值 问题 化 为 微分 方程 问题 . 实际 上 和 看 zxzo E M 
使 E(u) 达到 极 小 , 令 pE C8(C2)，xo 十 49 仍 适合 边 值 条 件 ， 从 而 至 少 对 充 
分 小 的 4, E(u 十 49) 宇 Eluo)， 即 是 说 (4) 二 El 十 49 当 4 二 0 时 有 
极 小 值 ， 因 此 (0) = 二 0, 但 


F(A) 一 | ou 十 usy)dzxdy 十 24 | cum 十 zoP DJCzady 


十 入 | C92 yodardy 
0 
所 以 F'(0) 二 0 给 出 
| +4 up)drdy =0. (40) 
用 格林 公式 可 得 
| auoparay=o， Yeecrco) 


所 以 Ax。 二 0, 而 uo 即 所 求 狄 利克 雷 问 题 的 解 . 所 以 ， 要 想 求 uo 是 使 得 汉 函 
E(u) 取 极 小 ， 即 min E(u) 一 无 (xo)， 只 要 解 一 个 狄 利 克 雷 问题 即 可 . 这 种 化 
极 值 问题 为 微分 方程 的 问题 的 作法 我 们 在 第 一 章 中 即 已 看 到 . 但 这 个 方法 还 
可 以 从 另 一 个 角度 来 看 ,把 求解 微分 方程 的 边 值 问题 化 为 求解 一 个 变 分 间 
题 : 为 了 求 上 述 狄 利克 雷 问题 , 首先 直接 求 E(u) 的 极 值 . 事实 上 ， 因 E(w) 
之 0， 所 以 一 定 存 在 下 确 界 inf E(u) 一 Q. 如 果 求 出 了 zx E MM 使 E(wuo) 一 4 
则 x 是 狄 利克 雷 问 题 的 解 . 黎 曼 (Riemann) 从 这 样 的 想法 出 发 提出 狄 利 死 雷 
原理 : 取 
M = {wu € C0) 由 CC; ws wi 在 QQ 中 可 积 , 4|m = 二 f}. 

一 定 有 一 个 序列 {&,} CM 使 狄 利克 雷 形式 Cu,) 一 d. 黎 曼 认为 tu.) 应 有 极 
限 uo, 使 得 (uo) 二 4. 变 分 问题 之 解 w 即 狄 利克 雷 问 题 之 解 . 

这 个 想法 在 物理 上 有 坚实 的 基础 ， 但 在 数学 上 有 重大 缺陷 : 维尔 斯 特 拉 
斯 (Weierstrass) 指出 , E(u) 在 M 中 有 下 确 界 , 并 不 意味 着 E(u) 在 MM 中 可 以 
达到 其 下 确 界 而 得 最 小 值 ， 即 不 一 定 存 在 wo 使 (uo) = d. 可 以 举 一 个 例子 
来 说 明 它 . 设 M= {ux EC,0= [一 1,1], (一 1)= 一 1,u(l)=1), 
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nf arctan (zx/é) 
E(u) = | zaaz 这 时 (x) 之 0. 特 令 zx 一 arctanC]17ey， 易 见 ze.E AM， 而 
且 


ECu.) <| Cz? + e2) (ue dz 


arctan? sey| 1 XT: 2 E2 
一 2s/arctan = . 


所 以 , 当 e 一 0 时 ， E(u.) 司 0 而 有 0 二 inf E(w). 但 背 有 一 个 uw。E€ M 使 E(wo) 


二 0, 必 有 wo' 夺 0, 而 w 三 常数 , 但 任意 常数 都 不 可 能 适合 这 里 的 边 值 条 件 . 
虽然 黎 曼 的 推理 有 这 样 的 缺陷 , 由 于 狄 利 克 雷 原理 在 物理 上 是 这 样 有 
力 ， 所 以 它 仍然 吸引 着 人 们 . 一 直到 1900 年 , 希 尔 伯 特 (Hilbert) 才 找到 了 这 
个 原理 的 准确 提 法 而 且 证 明了 它 . 这 在 偏 微分 方程 的 历史 上 是 一 件 大事 . 
进一步 分 析 这 个 作法 还 看 到 男 一 些 重大 问题 .首先 ， 即 令 E(u,) 一 4d， 
{un}《 称 为 极 小 化 序列 ) 在 什么 意义 下 收敛 ? 这 时 ,只 好 把 (wu) 本 身 作 为 一 
种 度量 , 而 且 认 为 E(w 一 wo) 一 0 就 是 在 此 度量 下 趋 于 a. 这 就 是 采用 能 
量 作 为 度量 , 这 在 物理 上 是 很 自然 的 . 我 们 在 第 八 章 中 还 要 遇 到 它 . 问题 在 
于 ,是 否 由 (uw,) 一 4 就 能 保证 在 M 中 找到 xo 使 下 (xz 一 zxo) 一 0? 而 且 zo 又 
恰好 有 必要 的 光滑 性 以 在 古典 意义 下 解决 边 值 问题 呢 ? 一 般 说 是 不 行 的 . 为 
此 就 要 扩大 M,， 加 进 新 的 对 象 . 用 数学 语言 来 表达 ， 即 要 求 将 M 在 上 述 度 量 
下 完备 化 , 但 完备 化 以 后 加 进去 的 新 对 象 不 一 定 具 有 必需 的 光滑 性 来 适合 
Auo 一 0. 为 此 就 有 必要 推广 微 商 的 定义 使 得 可 以 说 wu 是 犹 利克 雷 问题 的 广 
义 解 . 然后 , 我 们 可 以 再 进一步 分 析 广 义 解 的 正则 性 (如 定理 6. 3.3), 以 便 证 
明 广 义 解 在 适当 条 件 下 会 成 为 古典 解 . 当然 , 所 有 这 一 切 都 需要 经 过 细致 的 
努力 . 经 过 完备 化 所 得 到 的 函数 空间 就 是 著名 的 索 伯 列 夫 (co5oreB, Sobojlev) 
空间 , 这 是 一 类 广义 函数 空间 . 所 以 , 广义 函数 空间 ,更 准确 地 说 是 索 伯 列 
夫 空 间 , 是 变 分 方法 自然 的 框架 . 例如 关于 一 类 索 伯 列 夫 空 间 厂 (0) 我 们 有 
定义 6.4.2 我 们 用 态 1(Q2) 表示 一 切 u E (人 2), 且 其 一 阶 广 闵 微 商 


3 E IL2(Q)(j = 1, 2，…，,n) 的 函数 的 全 体 所 组 成 的 集合 ， 即 


五 (0) = {u; ML， 3 € TCD) ， 了 一 1，2，…] 。 (41) 


(42) 


~ co 
S 
co| 一 


1 Dz 
__ 2 
lh = [| + > 并 
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称 及 1( 人 2) 为 索 伯 列 夫 空 间 . 
根据 上 述 范 数 可 在 五 !C2) 中 引入 内 积 , 并 且 能 证 明 它 是 完备 的 ,因而 
H1(0) 是 希 尔 伯 特 空间 . 其 他 的 索 伯 列 夫 空间 也 可 以 类 似 地 定义 . 

前 面 已 经 知道 求 E(u) 极 小 这 个 变 分 问题 等 价 于 求 方 程 (40) 的 解 ze E 
M, 而 变 分 问题 的 解 不 一 定 在 MM 内 , 它 可 能 在 MM 的 完备 化 空间 内 , 于 是 这 完 
备 化 空间 内 变 分 问题 的 解 就 称 为 方程 (40) 的 适合 条 件 ulw == 了 的 边 值 问题 之 
广义 解 . 记 CF (0) 在 范 数 julli 下 的 完备 化 为 态 ;(Q), 同样 可 证 明 它 也 是 希 尔 
伯 特 空间 . 更 准确 地 说 , 我 们 需要 给 定 在 2 上 的 函数 可 以 向 Q 延 拓 成 f 
(当然 也 看 作 已 知 的 ): FE Hi(2), 且 了 lmn=f. 令 w=u 一 f, 则 wE€ 
Hi(0). 并 且 记 


D(u,v) 一 | con 十 uyvyjdzxdy ， u,v E€ HI(N). (43) 
则 C40) 化 为 由 方程 
Dl(w,v) =— D(f,v),， vy v € Hi(N) (44) 


求解 w € 如 i(0), 而 w= 二 ww 十 JE HI1'(Q0) 就 称 为 原 狄 利克 雷 问 题 的 广义 解 . 
其 存在 唯一 性 可 以 利用 泛 函 分 析 中 的 Lax 一 Milgram 定理 来 证 明 . 

定理 6. 4. 3 (Lax-Milgram) 设 旷 是 一 是 希 尔 伯 特 空间 ,， Bl(wu,v) 有 是 HH 
上 的 双 线 性 形式 ， 具 有 性 质 : 

(1)” 对称 性 , 即 Bl(u,v) 一 B(v,u); 

(2) ”有 界 性 , 即 |BCu,v)| 夺 Millxll :lvl, 0 二 M<%; 

(3) “正定 性 ， 即 Bl(u,a) 宇 Yllull*，7Y 二 0. 

又 设 F(v) 是 旦 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 则 存在 唯一 uo E 五 ,使 得 

BBC) = F(v), YyvEH 

成 立 ， 且 有 全 计 


1 
[< 


以 DGoyo) 代替 BCw,v), 以 DCf,v) (其 中 /为 已 知 固定 的 ) 代替 瓦 (w)， 
则 可 得 到 原 狄 利克 雷 问 题 的 广义 解 的 存在 唯一 性 及 稳定 性 . 

索 伯 列 夫 空 间 在 偏 微分 方程 各 部 门 中 都 有 极为 广泛 的 应 用 . 可 以 用 它 为 
基础 来 展开 本 课程 的 内 容 . 读者 可 以 参看 姜 礼 尚 \ 陈 亚 浙 编 :《 数 学 物理 方程 
讲义 (高 等 教育 出 版 社 ，1986). 更 进一步 还 可 以 看 O. A. Ladyzhenskaya， 
The Boundary Value Problems of Mathematical Physics, Springer-Verlag, 
1983. 
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3 1.， 柯 西 问题 


1. 热传导 方程 的 基本 解 由 基本 解 的 定义 ， 热 传导 方程 的 基本 解 
大 (Zz,t) 应 满足 方程 


C7 A)K(Cz,t) 一 Br， (1) 
如 果 设 天 (zy'ti) E 5 :而 对 (1) 式 两 边 作 傅 里 叶 变 换 ， 则 有 
K (6,r) = (Cir 十 |é€|2)-1, (2) 


其 中 (é&,7) 为 (zx,zt) 的 对 偶 变 量 . 但 是 求 (2) 式 的 傅 里 叶 逆 变换 并 不 容易 ， 所 以 
我 们 用 男 一 个 方法 , 即 只 对 并 进行 傅 里 叶 变 换 人 作为 参数 ): 

F,(K) = KR(E,) ， (3) 
称 其 为 部 分 傅 里 叶 变换 . 而 由 第 四 章 例 4 及 (1) 式 可 得 天 (6,i) 的 常 微分 方程 
(在 广义 微 商 意义 下 ) 


aR ~ 
“看 作 参 数 . 按 第 五 章 $2 习题 1 的 方法 , 令 
R= e-ltliy(é,t)， 


注意 到 el 48d) = 6(2) ， 即 得 


du 
at 一 O(t) 9 (5) 


考虑 到 我 们 要 求 民 E 9 '(R"h1) ， 则 应 该 要 求 开 E 5 (CR81) .为 此 需要 


u(§, 一 co) 二 0. 否则 ex 人 6b 当 上 一 一 co 时 会 有 指数 增长 而 不 可 能 在 
Se ' 中 ( 见 第 四 章 定 理 4.1. 9 后 的 说 明 )， 所 以 


1 ， 当 上 盖 0 ， 
“人 -| .ao | l ， 当 1 二 0. (6) 
=H(). 
从 而 
RE(&é,t) = HG)e tt. (7) 


对 作 健 里 叶 道 变换 ,应 用 高 斯 函数 的 傅 里 叶 变 换 公式 即 得 
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K(x,t) = (4rt) "H(t)exp[l— |zx|’/4it]. (8) 

这 里 我 们 应 特别 注意 因子 五 (z) . 因 它 的 出 现 使 得 当 上 < 0 时 有 天 ( 工 ,) 
=0. 这 表明 利用 这 个 基本 解 , 只 能 解 上 之 0 时 的 柯 西 问题 . 这 反映 了 热传导 
过 程 是 一 个 不 可 逆 过 程 : 由 初始 时 刻 t = 二 0 的 数据 求 过 去 时 刻 上 < 0 的 解 是 不 
可 能 的 . 

由 (8) 式 可 见 ， 当 上 > 福 0 时 , 民 (zt) EC ， 若 上 一 0， 则 当 工 天 0 时 ， 
K(x,t) 无 限 阶 为 0. 连同 K 尺 (zx,t) 夺 0 于 t 过 0 处 可 知 , sing suppK (x,t) 二 
{0} E R"t1 (这 里 设 工 二 (zi,… ,Xs) € R" ,再 加 时 间 z 共 十 1 个 变量 ). 所 
以 由 第 六 章 定理 6. 3. 2 可 知 热传导 算 子 是 亚 椭 圆 的 . 因此 热传导 方程 


在 上 > 盖 0 处 的 丈 ' 解 都 是 C7 解 . 
2. 柯 西 问题 的 解 ”考虑 柯 西 问题 


9u | 
| 9 L 0 (9) 
u|,o = f (x). 


暂 设 f(zx) 是 R* 上 的 有 界 连 续聘 数 , 我 们 现 证 明 它 的 解 是 
U (ZL) 一 K(z,t) x f(x) 


_ Cat)"™| CE)exp[ 一 Iz — €|2/4t1dé . (10) 


这 里 x 表示 对 变 元 > 作 卷 积 . 注意 玉 (z,z) 和 f(z) 虽然 都 没有 紧 文集 , 但 
(10) 式 中 的 积分 显然 是 存在 的 . 

证 明 (10) 式 满足 热传导 方程 是 容易 的 . 可 以 直接 在 积分 号 下 求 微 商 得 
知 ， 同 时 由 卷 积 的 性 质 也 有 


却 一 ^ 玉 x 太一 EA 
一 GZz) 关 上 
= (1t)f (x) 
一 0 ， t>0. 


为 了 证 明 它 满足 初始 条 件 , 我 们 仍 利用 第 二 章 定 理 2. 3. 12. 实际 上 那里 
的 例 2 已 证 明了 当 n = 1 时 KK A (4xrt) "?exp[ 一 |zx|?/4t1 > 60(7)( 当 t—> 
0+) .对 一 般 的 n 可 用 归纳 法 证 明 它 也 是 对 的 (作为 习题 ). 然而 ， 因 为 

Gna)" |exp[— Iz|:/4t dz = TT Gm) -|exp— zi/4t)dz; 一 1 
日 对 固定 的 上 > 0, K, € 9(R") ,以 它 作 磨 光 核 ( 见 习题 2) 也 可 证 得 : 
玉 , (zt) ~>GCz) ( 当 上 一 0+). 因此 对 任意 Z 和 几 有 
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lim (Kx 7]) (7,1) = f (7) . 


由 f(x) 的 连续 性 , 很 容易 证 明 ( 如 第 二 章 定理 2. 2. 4 一样 ) 上 述 收 敛 当 工 位 
于 R" 之 任 一 紧 集 中 时 , 对 z 为 一 致 . 

(10) 式 是 柯 西 问题 的 有 界 解 . 因为 我 们 假设 了 f(x) 是 有 界 的 ， 即 
f(z)| 达 MM. 代入 (10) 式 , 因为 (4rt)-"%zexp[ 一 | 工 一 6l2]4 之 0 ， 所 以 


a(x,t) | 过 Mam) "|exp[— Iz— él2/4ldr=M. 


即 解 w(x) 也 有 界 . 对 于 热传导 方程 ,指定 在 什么 函数 类 中 求解 是 一 个 重要 
问题 . 这 一 点 在 下 一 节 还 要 讲 到 . 

关于 柯 西 问题 的 唯一 性 将 在 下 一 节 讨 论 . 

最 后 我 们 再 讲 热传导 方程 的 基本 解 的 一 个 应 用 . 

定理 7. 1.1( 维 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 ). 若 f(x) 是 连续 函数 而 且 在 RR” 
中 有 紧 支 集 ， 则 对 任意 紧 集 天 CR"*， 一 定 能 找到 一 个 多 项 式 序 列 P(x) 在 
天 上 一 致 收 伍 于 f(x). 

证 ”用 基本 解 (8) 在 上 > 0 时 与 f(x) 作 卷 积 ， 

u(xst)= [ 玉 ( ,有关 7(C)](z) 


一 Cans) | Ce)exp[-- (xT — €)/4t |aé,， 
取 z 上 一刀 一 0. 则 xz 加) 对 z6E 开 一 致 收敛 于 zxz) .然而 因为 


exp[ 一 |z — é§€|?/4tn] = exp[— 2 一 €,)?/4t,] 


是 (zi,… ,zx,) EC 的 整 函 数 ， 而 当 E 在 supp 了 上 时 可 以 用 其 泰勒 级 数 的 部 
分 和 Sw(z,,t 如 ) 去 逼近 ,因而 对 任意 ee 记 0 及 场 存在 S，(zx,&,t,) 使 得 
|exp [一 Iz — é€|?/4tn, | CO— Sn(T,E,t,) | 


E。(47rt )2/3 
max|f| .2|supp f| ’ 


这 里 |supp 了 | 表示 集合 supp f 之 测度 (体积 ). 令 
PP, (Xx) = (hrtn) ?|S Cz,€ ,tn) fC€) dé 


~ 


则 
|f (zx) — P, (zx)| 
|f(z) C— wu(z,tn)| 十 


Carta) "| | 76) lexp[— |z — €|2/4t,] — S|aé 


If(z) — ulr,t,)| 十 ， 
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取 m 充分 大 , 使 当 zx 天 时 有 |f(z) 一 wu(z,tmn)| 二 el/2 ,所 以 , 当 zE 天 而 
1 一 co 时 ， 有 Pm 一 致 收敛 于 了. 

上 述 定理 本 是 数学 分 析 中 一 个 重要 定理 , 应 用 极 广 , 应 该 在 数学 分 析 诬 
程 中 已 经 讲 过 ,但 因 现 在 的 讲法 很 简单 ， 从 历史 上 看 它 又 确实 是 维尔 斯 特 拉 
斯 在 研究 热传导 方程 时 得 到 的 , 所 以 在 这 里 再 讲 一 次 . 


习 题 
1. 设 fE€EC(R"), 证 明 在 玫 (CR) 中 
(Ci 。) ,f°:)) = f(0)60). 
2. 设 天 (z,) 是 热传导 方程 的 基本 解 , 证 明 ， 


(1) kz 一 二 | -大 ; 


(2) 当 e 一 0 时 有 天 (ze) 一 Orz)( 于 5 (RD)) . 

3. 车 |f(z)| 二 cexp(|zxl? 一 e}, 且 是 连续 函数 , 则 当 z 属 于 任何 紧 集 KC R"， 
t— 0 时 ， jx“ 天 ( 芒 在 玉 上 一 致 收 分 于 /. 

4. 设 za 一 (ZX Kx), uz = 〈(J(z) 一 w(x,0)) x* A(z,t), 证 明 x 一 zi 十 zs 
满足 柯 西 问题 


| 在 R" 义 (0,co) 内 ， 
1 
u(rT,0) 一 f(x) 9 Xe R". 
5, 设 U(X,t ,7T) 满足 
aU 92U7 
| 六 TER,t>r(r > 0),， 
U|,. = f(z,7) . 
令 u(zs) 二 | U(z,zrdr, 证 明 w(z,t) 为 柯 西 问题 
0 
dau 927 
| 生 rER,i>0, 
u|,o=0 
之 解 . 
6. 证 明 如 果 w(x,t) 是 问题 
9 ZL， 9 2 
| 守 -， rER,t>0, 
ui | ,=0 = RZ) 


的 解 ， 则 UTYt) = ur, tu yt) 是 定 解 问题 


du 9 2 9 2 ， 
| Em tn 


u | ,0 = Px) Gy) 
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的 解 . 
7. 写 出 热传导 方程 柯 西 问题 
du 2 9 2 


dt ax 3 y? ? 


(Zy) E R’*,1>>0,， 


wlio = PCzyy) = EE AE 
的 解 的 表达 式 . 


3 2. 切 边 力 值 问 是 


1. 极 值 原理 》1 中 的 柯 西 问题 描述 了 一 个 无 边界 物体 中 温度 分 布 ( 已 知 
t 二 0 时 的 温度 分 布 ). 这 当然 是 理想 情况 . 实际 的 情况 应 该 是 : 已 知 上 = 0 时 
在 如 内 以 及 t 二 0 时 在 人 2 的 边界 92 上 的 温度 分 布 ; 求 Qf 内 :i>0 时 的 温度 分 
布 . 因此 除了 初始 条 件 外 ,还 应 该 有 一 个 边 值 条 件 . 身 见 的 边 值 条 件 有 
za 一 上 》 了 为 已 知 ， 
它 表 示 已 知 92 上 的 温度 分 布 ; 或 者 
六 | 二 ， 了 为 已 知 ， 
它 表示 已 知 通 过 202 的 热流 量 ; 或 者 
| 里 十 如 | 二 7/ ， &A，/ 为 已 知 ,&> 盖 0 ， 


它 表 示 通 过 af 的 热流 与 af2 内 外 介质 温差 的 关系 . 这 种 既 有 初始 条 件 又 有 边 
值 条 件 的 求解 问题 就 构成 初 边 值 问题 (又 称 混 合 问题 )， 本 节 中 我 们 将 讨论 第 
一 初 边 值 问题 


xz =f, 四 (11) 

ulam=g. 
这 里 限制 0 委 上 委 了 工 , 因此 我 们 实际 上 是 在 Rx Rz 空 间 的 柱 形 区 域 [0,T] X 
人 2 中 考虑 问题 , 而 定 解 条 件 只 给 在 部 分 边界 刁 (下 底 和 侧面 ) 上 . 我 们 可 以 稍 
微 推广 一 点 , 例如 在 二 1 时 在 (zx,zt) 平 面 上 设 开 区 域 人 2 由 下 底 :=0， 上 底 
t 二 了 以 及 侧 边 两 条 曲线 z= 二 9.(), z= 二 p01) (满足 当 0 志 1 壹 TT 时 , 9.() 去 
9%(t)) 所 围 成 , 并 将 边 值 条 件 给 在 下 底 及 两 侧 ( 即 厂 ) 上 , 而 在 i = T 上 不 给 
条 件 ， 即 考虑 第 一 初 边 值 问题 “ 
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dt ar (12) 
ulr=f. 
定理 7. 2. 1( 极 值 原理 ) 第 一 初 边 值 问 题 
(12) 的 解 x E CC(0) 站 CCQU {t==7T)) 在 TT 上 
取 其 最 大 值 与 最 小 值 . 


证 令 M= max u(T,t), m= maxu(z,t), pal) 


显然 M 宇 m. 设 此 定理 不 真 , 于 是 有 一 个 解 
ul(X,t) 在 (rz*,t") 取 最 大 值 M > m， 而 且 
(Z tt) GE 人， 或 者 二 了. 作 辅 助 函 数 


v(T,t) = w(x,t) + er — 2)’, 图 7 一 1 


| (tt EQNU {t=T), 


1 


7 


(13) 

这 里 7 二 max g(t) 一 Min f(t) .于 是 在 上 上 ， 
M 一 和 

4 . 
并 且 wv(《zx* ,t* ) 二 MM. 所以, 这 个 v(xz,t) 在 全 上 的 最 大 值 小 于 它 在 QU 人 一 了 ) 
上 的 最 大 值 ， 也 就 是 说 ,v(x,t) 必 在 一 点 (X15) E 10 或 五 地 了 处 达到 最 大 
值 . 


v(xX,t) 三 m 十 


若 (Xi ,£1) 和 《2 9 则 9,V(Zi ,£1) 一 0， 9 2v (XI ,£1) < 0. 
在 | 二 了 了， p(T) ~ < (7), 则 91v (XI ,£1) 之 0， 92v (Xi ,ti1) 二 0. 总 
之 ， 在 (zi 为 ) 处 gp 一 9 好 之 0. 但 由 (13) 式 
hy 一 了 
9 -一 9 v= 9,u -一 9 2 -一 or 


一 一 < 0 . 

这 个 矛盾 表明 M 盖 m 不 真 而 Mm, 即 w 在 上 达到 最 大 值 . 在 玉 上 达到 
最 小 值 的 证 明 与 此 相同 . 

系 7. 2.2 第 一 初 边 值 问题 的 解 在 函数 类 CCQ2) 门 C2(Q2U {t=T)) 中 是 
唯一 的 ,而 且 对 于 初 边 值 有 连续 依赖 性 . 

极 值 原理 也 可 以 用 来 考查 柯 西 问题 解 的 唯一 性 . 这 时 我 们 需要 证 明 带 形 
区 域 上 的 极 值 原理 . 

定理 7.2.3. 若 u(Zz,t) 在 带 形 域 

9 一 {(z,t); — T+ ,0RKtST Ro) 

上 连续 而 且 有 界 , 在 S 内 满足 热传导 方程 ， 则 必 有 
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M= Su 


8 P U(zZ0) 之 2U(Zt) 之 inf U(X,0)=m. 
们 证 明 在 任 一 点 (zo,to) ES 处 ,xz 委 M 十 e. 令 N= suplu(z,t) | ,rw (ZT,t) = 
2t 十 x*( 它 适合 热传导 方程 ),， 于 是 

W (zt) = ewzt) /wzTosto)) + MO— lx,t) 
在 S 中 满足 热传导 方程 当 t = 0 时 , 因为 u(xz,0) 声 MM, w(z,t) = 二 x 之 0， 


图 7 一 2 
从 而 WCz,0) 宇 0. 当 |z| = [CON 一 Mw(zosto)/e 玉 十 |zo|, 而 1 之 0 时 ， 
W (zit) er /wzosto) + MO— ulz,t) 
之 (NC— M)w(zosto) /wzosto) ++ M—u 
之 0 ， 
这 样 ， 在 矩形 R= {(z,t); 0 雪上 有 委 T，zl 委 FON 一 M)w(zo,to)/el]3 十 
[zol} 的 侧 边 和 下 底 上 WW 宇 0， 由 定理 7.2.1, 在 R 内 W 宇 0. 但 (zo0,to) ER， 
所 以 W(zo,to) 宇 0， 即 有 
ee 十 Ahf 一 xzot) 之 0. 

令 e 一 0 即 得 定理 的 证 明 . 

系 7.2.4 热传导 方程 的 柯 西 问题 的 有 界 连 续 解 是 唯一 的 , 而 且 连 续 依 
赖 于 初 值 . 

在 3 1 中 我 们 指出 , 在 讨论 热传导 方程 时 , 确定 解 所 在 的 函数 类 是 重要 
的 . 事实 上 ,如果 我 们 允许 解 无 界 ， 但 max .jz(zyt | 二 ol(l)exp(Czx?),C 是 
某 一 正 数 ,唯一 性 仍 成 立 ; 否则 唯一 性 不 成 立 , 既 使 将 zx? 改 为 z?+*,e 二 0 是 
任意 小 数 , 虽然 max |u(z,t) lexp(— zx*")—> 0( 当 |z| 一 十 ceo),， 仍 有 反例 证 
明 唯 一 性 不 成 立 ( 参 见 弗 里 特 曼 (A. Friedman) 著 《 抛 物 型 偏 微 分 方程 )( 科 学 
出 版 社 ) 第 一 章 ). 

2. 傅 里 叶 方 法 ”现在 我 们 在 和 矩形 区 域 Q = {(zx,t); 0 三 xz 声 7, 0 雪上 魏 了 ) 
中 求解 第 一 初 边 值 问题 . 请 读者 注意 , 现在 我 们 要 介绍 的 并 不 只 是 求解 某 个 
特定 问题 的 特殊 方法 , 而 是 求解 数学 物理 中 的 边 值 问题 的 最 常见 的 初等 方 
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法 , 它 适 用 于 各 种 类 型 的 方程 因此 下 面 举 的 例子 不 全 是 抛物 型 方程 的 定 解 
问题 . 这 一 点 读者 必须 注意 ,必须 掌握 这 个 方法 . 先 从 最 简单 的 情况 开始 : 


OU dm 0 

9 D 和 ， 

u(0,t) = ull,t)=0, (14) 
u(rz,0) = f(z). 


为 了 使 解 可 以 在 闭 矩形 中 连续 , 我们 暂 设 f(z) 为 [0,L] 上 的 连续 函数 , 而 且 
适合 衔接 条 件 ”: f(0) = CD) = 0. 
最 重要 的 是 : 边 值 条 件 可 以 改 成 其 他 类 型 的 , 如 wi(0,t) 二 wll,t) 一 0 
等 等 , 但 必须 是 齐 次 的 . 非 齐 次 问题 的 处 理 方法 见 本 章 之 末 . 
我 们 来 求 可 以 写成 
ul(T,t) 一 入 (Z)7 0) (15) 
形状 的 解 ( 即 可 以 分 离 变 量 的 解 ). 以 (15) 代 人 (14) 中 的 方程 ， 有 
X(CZ)7T ) 一 (zz)T CD) ， 
X"(zr)V/XCZ) 一 TCMT GD =— kK. 
这 里 A 必然 是 一 常数 , 但 其 值 尚未 确定 . 于 是 我 们 得 到 两 个 常 微分 方程 
X (Z) 十 ApAXCZ) 一 0， TQ) yyTG) = 0. 
我 们 先 考 查 (14) 式 中 的 边 值 条 件 而 将 初始 条 件 暂 置 一 旁 . 由 于 uz,z) 
应 适合 w(0,t) 二 w(t) 一 0， 所 以 必须 有 和 (0) = 二 QQ) = 二 0, 则 XCz) 满足 常 
微分 方程 的 边 值 问题 
X (Z) 十 HAXCZ) 一 0， 
和 (0) 一 和 (() 一 0. 
下 面 分 别 关 于 Ap 的 几 种 情况 讨论 (16) 的 解 : 
(1) 一 £= 人 > 0. 这 时 可 得 到 通 解 
| X(T) 一 Ce rz 十 De “***, 


(16) 


故 由 边 值 条 件 有 
C++D=0, Ce :十 De- 一 0， 

于 是 可 得 C 一 D 二 0, 则 X(z) 三 0. 所 以 这 时 将 得 到 初 边 值 问题 (14) 的 平凡 
解 w(z,t) 三 0, 它 是 没有 用 处 的 . 请 读者 注意 ,在 应 用 传 里 叶 方法 时 , 必须 避 
免 平 凡 解 ,否则 是 得 不 到 任何 有 用 的 信息 的 . 

(2) 一 == 0. 这 时 常 微分 方程 的 通 解 为 X(Cz) 二 C 十 Dz, 而 由 边 值 条 件 
给 出 C 二 0, Dl = 0. 这 一 次 又 得 到 了 (14) 的 平凡 解 (zx,t) 三 0. 

(3) 一 上 = 二 一 让 二 0. 这 时 常 微分 方程 的 通 解 为 

X(T) = Ceos 人 十 Dsin AM， (17) 

边 值 条 件 给 出 C= - 0，Dsin XL 二 0， 当然 我 们 不 能 再 取 D = 0, 否则 又 得 到 平 


2. 初 边 值 问题 123 


凡 解 . 因此 必须 选 使 sin 天 0， 即 4 一 zzr] ,7 一 十 1j, 十 2,…( 人 2 二 0 叉 
给 出 平凡 解 ). 但 实际 上 一 与 4 一 一 上 将 给 出 同样 的 Dsin 2 开刀 是 一 个 


未 定常 数 .总 之 , 我 们 取 n 为 自然 数 n 一 而 得 到 一 申 Xi(z) = Disin <， 有 
二 1],， 2,…….. 

至 此 X(z) 已 求 得 . 总 结 起 来 ,我 们 需要 解决 的 是 以 下 的 问题 : 求 常数 py 
的 信 ， 使 常 微分 方程 的 边 信和 问题 有 非 零 解 ， 这 个 问题 称 为 斯 图 姆 一 刘 维尔 
(Sturm-Liouville) 问题 (简称 S 一 工 问 题 ). 所 得 的 之 值 ( 在 我 们 的 情 次 下 是 
ja = (Er/1)2) 称 其 为 固有 值 (或 本 征 值 , 特征 值 ), 相应 的 非 零 解 (Xi(z) 一 


sin “35) 称 其 为 固有 函数 (或 本 征 函 数 ,特征 函数 )， 固有 值 全 体 ({ (kx/1)?; 
= 1，2，…)) 称 为 该 S 一 工 问题 的 谱 . 

求 得 了,(zx) 后 再 求 相应 的 T(z), 它 满足 Ty GD) 十 (kz/)*Ti(t) 一 0， 则 
T,(t) ==Asexp( 一 (kAx/1)?t)， 从 而 得 wi (zx,t) 二 Asexp( 一 (kXA/L)’t)sin(kxz/l)， 
A; 是 任意 常数 . 

最 后 来 看 如 何 处 理 初始 条 件 , 我 们 把 w(x,zt) 警 加 起 来 而 得 


u(x,t) = > Arexp[— (kr/l)’t]sin kazr/l) ， (18) 


k=1 


如 果 它 收敛 而 且 可 以 逐 项 微 商 ， 则 它 满足 (14) 中 的 热传导 方程 和 边 值 条 件 . 
这 里 我 们 看 到 规定 边 值 条 件 为 齐 次 的 用 意 了 : 不 然 的 话 , xz(z'z 全 加 起 来 不 
能 满足 边 值 条 件 . (18) 式 中 的 4 还 没有 决定 , 我 们 要 这 样 选择 Ai 使 (18) 式 
适合 初始 条 件 : 

f(x) =ul(zr,0) = Aisin(kanz/D). (19) 


& 一 1 


但 {sin(kxz/1)},& 二 1, 2,…, 是 区 间 [0,L] 上 的 一 个 完全 的 正 交 系 ，(19) 式 
就 是 f(z) 的 正弦 展开 式 . 所 以 , 由 傅 里 时 级 数理 论 我 们 有 


A, = 了 | AczysinGmz/Daa . (20) 
至 此 , 我 们 得 到 第 一 初 边 值 问题 (14) 之 形式 解 
u(x,t) = > hiexp[ 一 (REr/O)2]sin(Rzrz/D) ， (21) 


其 中 A; 由 (20) 式 决 定 . 

我 们 当然 应 该 验证 解 (21) 的 收敛 性 和 逐 项 微 商 是 否 可 能 ,以 保证 解 (21) 
满足 (14) 中 的 热传导 方程 和 边 值 条 件 . 好 在 我 们 已 设 f(x) 在 [0,lj] 上 连续 ， 
所 以 


il 
A, | < 了 | If la = MA 
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由 于 有 一 个 很 好 的 收敛 因子 exp[ 一 (kx/1)?t]， 所 以 (21) 式 右 端的 级 数 在 
:一 0 处 确实 收敛 并 可 逐 项 微 商 任意 多 次 ,从 而 在 上 之 0 处 解 (21) 确实 适合 方 
程 和 边 值 条 件 . 为 满足 初始 条 件 需要 考虑 (19) 式 的 收敛 性 ， 只 假设 f(x) 连 
续 不 足以 保证 它 在 古典 意义 下 的 收敛 性 , 而 又 需要 在 广义 函数 意义 下 去 讨论 
人 它 . 但 由 于 我 们 的 目的 只 在 于 介绍 这 种 方法 以 及 由 它 引 起 的 S 一 工 问题 ,所 
以 就 不 再 讨论 其 中 的 细节 . 我 们 只 顺带 提 到 ,由 于 收 伍 因子 exp[ 一 (kx/1)24] 
的 出 现 , 使 解 (21) 在 上 > 0 时 属于 Cr” 而 在 上 = 0 处 只 可 能 在 广义 函数 意义 下 
收敛 ,这 仍 是 热传导 算 子 亚 椭圆 性 的 表现 . 
健 里 叶 方 法 又 称 分 离 变 量 法 , 这 个 称呼 的 来 源 是 明显 的 . 
3. 比较 一 般 的 情况 ”为 了 更 进一步 弄 清 这 个 方法 的 实质 以 及 它 所 带 来 
的 数学 问题 ， 我 们 考虑 比较 一 般 的 情况 : 
pz) FE = Lp) 52] — ge), 
uu(0,t) = ut,t)=0,， (22) 
u(rT,0) = f(r). 
仍 设 w(zx,t) 一 XCz)TGD)， 于 是 我 们 有 


因而 对 X(z) 我 们 有 
d dx 
FzLp lz) Si 十 [Ap(zx) 一 q(x) |XCz) 一 0 ， 


和 (0) 一 X(C) 一 0， 
4 是 一 个 待定 的 常数 , 我 们 又 得 到 一 个 S 一 工 问题 : 求 1 之 值 使 上 述 问题 有 非 
平凡 解 . 第 一 个 需要 解决 的 问题 是 S 一 工 问题 的 固有 值 与 固有 函数 的 存在 问 
题 . 我 们 的 结论 是 ; 当 p(x), p(xz), p' (zx), q(x) 涡 在 [0,1] 上 连续 ， 且 有 正 
常数 po, po 使 p(X) 宇 po, plz) 宇 po, 则 S 一 工 问题 (23) 恒 有 离散 的 谱 { 儿 }， 
二 1,，2,…，, 而 且 相 应 于 固有 值 A 线性 无 关 的 固有 还 数 了 X,(z) 只 有 一 个 . 
求 出 A 和 X 后 ,再 求 T(z) 使 其 满足 
{Ti(t) + AT(t) = 0, 


(23) 


从 而 
Ti(t) = Aiexp(— Att) ， 
而 且 最 后 我 们 又 得 到 如 下 的 形式 解 : 
wu (ZIt) = > Arexp(— Nt) XL) . (24) 


为 了 满足 初始 条 件 , 又 需要 
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f(x) = ul(z,0) = > AXi(z). (25) 
k=1 


所 以 我 们 遇 到 的 第 二 个 问题 是 如 何 将 f(x) 按 固有 函数 {X;(z)} 展开 的 问题 . 
这 里 首先 要 注意 , S 一 区 问题 的 固有 范 数 以 Plz) 为 权 正 交 . 准确 的 说 ， 我们 
有 

定理 7.2.5. 设 义 ,, 义 , 是 S 一 工 问 题 (23) 的 相应 于 不 同 固 有 值 和， 
机 (A 关机) 的 固有 通 数 ， 则 


| pC Xn Cz)X, (x)dz 一 0， 
证 ”由 假设 
EF [p62) 2 | + Lodz) — qz)IX 一 0 ， 


所 | zcz) 5 | 二 [LO(CZz) — q(x) J]X, = 0. 


以 X, 乘 后 式 、 以 X, 乘 前 式 相 减 后 再 积分 有 
CE oGCDXoXdz 


-一 | (x, 甸 [#2) | XE| zcz) S|}ar. (x) 
对 右 方 分 部 积分 注意 到 X。，X, 在 0, /处 为 0, 例如 有 


| x lp Ge |e 


CAX 
dz 


dX,, 
一 轧 (Z) 从 7 


1 I 
一 | PTIX, X, dr 
0 0 
il 
一 | pT)X, X, CQ， 
0 


对 为 一 积分 也 可 用 同 法 处 理 , 经 计算 后 即 知 (x ) 式 右 方 为 零 . 注意 到 一 
和 关 0, 定理 得 证 ， 
因为 固有 耻 数 乘 以 任意 常数 后 仍 为 固有 函数 ,以 后 我 们 恒 将 六, (zx) 乘 以 


[ecexesaz “(注意 | pXwidz > 0, 否则 有 X= 0) 而 使 得 


1 
| pC Xdzr = 1 ， M12 一 上 2, "…. 
0 


这 个 手续 称 为 固有 了 晴 数 的 “规范 化 "(物理 学 中 常 称 为 “ 归 一 化 ”), 这 样 得 到 的 
固有 函数 是 一 个 规范 化 正 交 系 : 


| eC) XXdz 一 (26) 
它 还 是 一 个 完全 系 ( 证 明 见 下 面 引 的 参考 书 ) ， 因 此 ， 任 一 平方 可 积 函 数 f (x) 
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都 可 以 按 它们 展开 而 得 (25) 式 , 称 为 A(z) 的 广义 储 里 叶 级 数 ，A, 称 为 其 广义 
傅 里 叶 系数 ， 为 求 4， 可 用 pX。 遍 乘 (25) 式 两 边 再 逐 项 积分 . 由 (26) 式 有 


《 
4,， 一 | pC fr) Xn Tdz . (27) 


求 出 Ai 以 后 即 得 第 一 边 值 问题 的 形式 解 (24). 应 讨论 这 个 级 数 的 收敛 
性 以 及 它 在 何 种 意义 下 满足 方程 . 为 此 ， 应 该 讨论 第 三 个 问题 : ，X(z) 的 
浙 近 性 态 如 何 ， 即 当 -co 时 ,它们 的 大 小 如 何 估计 ? 

以 上 我 们 比较 一 般 地 给 出 了 傅 里 叶 方 法 总 的 程序 及 其 中 存在 的 问题 . 在 
.TT. 彼得 罗 夫 斯 基 著 , 段 左 荣 译 的 《 偏 微 分 方程 讲义 沪 高 等 教育 出 版 社 ， 
1965) 一 书 中 对 这 些 问题 的 解决 有 一 个 很 好 的 介绍 ， 我 们 就 不 再 讨论 了 . 但 
有 一 点 要 指出 : 由 于 傅 里 叶 方 法 是 一 个 构造 性 的 方法 ,， 它 不 能 给 出 唯一 性 . 
好 在 我 们 已 经 用 极 值 原 理 证 明了 唯一 性 . 

4. 例 健 里 叶 方 法 是 适用 于 多 种 类 型 数学 物理 问题 的 相当 普遍 的 方 
法 , 在 实际 应 用 中 又 有 许多 变化 . 下 面 我 们 用 不 同类 型 的 问题 为 例 来 讨论 它 
的 应 用 , 其 中 有 些 结果 已 在 其 他 章节 中 用 别 的 方法 得 到 了 . 

(1) 有 界 弦 的 振动 . 考虑 有 界 弦 0 三 z 三 /的 振动 . 这 时 除 方程 和 初始 
条 件 


at 9x (28) 
U(XT,0) 一 VCZ)， u(r,0) = yr) 
外 ,还 应 给 出 边 值 条 件 . 现在 我 们 不 再 给 w(0,t) = wQ,t) = 0( 两 端 固定 ) 而 
给 出 所 谓 “ 自 由 端 条 件 ”: 
u(0,t) = ull,t) = 0. (29) 
请 注意 应 用 健 里 叶 方程 时 有 什么 新 问题 . 
仍 设 w(z,t) = 二 XX(X)T(z). 这 时 可 以 得 到 
X (Z) 十 HpXCZ) 一 0，7 0 十 AD 一 0. 
于 是 由 边 值 条 件 可 以 得 到 S 一 工 问题 
和 (Z) 十 AAACZ) 一 0， 
X' (0) 一 X (CC) 一 0. 
仍然 对 于 分 别 几 种 情况 : 首先 设 == 一 尺 二 0, 这 时 
X(T) 一 Ce 一 De 天 0， 
而 由 边 值 条 件 有 
C—D=0, Ce 一 De 一 0， 
因此 C= D= 0 而 得 到 平 几 解 . 这 是 无 意义 的 ,应 该 含 去 . 其 次 令 y= 
入 过 0， 这 时 有 
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X(T) 一 Ccos Ar + Dsin Ax ， 
而 边 值 条 件 给 出 : 
D=0,， Csin 上 一 0. 
由 于 C 关 0( 否 则 又 得 平凡 解 ), 又 得 固有 人 和 值 j= 二 CEr/10)2 以 及 规范 化 固有 函数 
X, = 21-zcos (kxzx/1), 二 1,，2,… ., 最 后 令 4 二 0 而 有 
X(T) =C+ Dz. 

由 边 值 条 件 有 D = 0, 所 以 还 有 固有 值 y= 0 以 及 固有 函数 /+. 

必须 注意 ,在 求解 $ 一 工 问题 时 不 要 漏 掉 某 个 固有 值 而 使 全 部 固有 函数 


的 系 缺 少 完 伟 性 否则, 即使 令 4, 二 | /Xidz，》)AsXi(x) 也 不 一 定 收敛 于 
f(z). 例如 在 我 们 的 情况 中 , 不 能 漏 了 mm 二 0, 因为 一 般 的 了 (zx) 不 能 展开 为 


> ,4icos(&rz/1)， 但 一 定 可 以 展开 为 


Ao/2 十 >, 4ucos(&rz/1) (余弦 展开 式 ). 


对 T(z) 我 们 则 有 
T(t) 十 (CRr/ Tt) 一 0. 
所 以 
T(t) 一 ao 十 Dot ， 
Ti(t) = arcos (kAt/l) 十 pisin(CRErt]) ， Lk0, 
从 而 解 成 为 
u(rz,t)= (ao 十 bot) 


+ >) [Larcos Cknt/l) 十 brsin Chrt/l) Jeos Err/l) ， 
k=1 
以 初始 条 件 代 入 即 得 
p(X) 二 ao 十 Darcos (krz/l) ， 


k=1 
gz) = b+ >) Bikr/l)ecos krzr/l) . 


于 是 即 可 求 得 we， 以 . 

把 这 个 结果 与 热传导 方程 的 相应 结果 比较 ,可 以 发 现 这 里 少 了 收敛 因子 
exp[L 一 〈&r/2)2]， 而 使 上 述 级 数 的 收敛 性 变 得 很 差 ( 这 正 是 没有 亚 椭圆 性 的 
反映 ) 而 要 求 初 值 函 数 PCz) 和 YCz) 有 更 高 的 光滑 性 ， 以 保证 级 数 逐 项 微分 
二 次 后 仍 收敛 . 

(2) 圆 域 上 的 狱 利 克 雷 问题 . 我 们 现在 用 健 里 叶 方 法 来 解决 拉 普 拉 斯 
方程 在 圆 2 二 ((z,y); zx? 十 yy 过 RI} 上 的 犹 利克 雷 问 题 (为 简单 计 , 设 
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R= 1) 
Au = 0 9 于 人 中， 
ula=f， 
f 是 已 知 的 连续 函数 . 采用 极 坐 标 可 将 问题 化 为 
Fu | la 19u 
Ptrartrwm 0 


这 里 ,了 是 以 2x 为 周期 的 连续 周期 函数 .再 用 分 高 变量 法 , 令 一 


[R"(r) + TR'(r)]®(0) + RDO) 一 0 ， 


因此 有 
$"(0) + AB(0) =0,， (30) 


R"(r) + TR'(r) 一 SR(r) =0. C31) 


从 表面 上 看 来 没有 边 值 条 件 , 但 因 调 和 函数 是 单 值 函数 ， 所 以 化 到 极 坐 标 后 
应 为 9 的 周期 函数 (周期 2r): ulr,90 十 2X) == u(r,0). 因 此 对 @ 有 
$0) = BO 27). (32) 
它 起 了 边 值 条 件 的 作用 , 故 称 为 周期 边 值 条 件 ， 对 (30) 及 (32) 的 固有 值 问题 
可 给 出 固有 值 与 固有 函数 : 
=k, k=0,1,2,.,，, 
D,0) = aicos k0 + bisin ARO . 
然后 对 于 R(xr) 有 
人 Cr) 十 二 Re (7) 十 SR (7r) 一 0 . 
这 是 一 个 欧 拉 方程 ,其 通 解 为 
及 ,一 ci 十 dlny ， 
R, = cr dr™. 
但 是 调和 函数 在 r = 0 处 是 连续 的 , 所 以 必 有 di = 二 0, 二 0, 1,，2,，…. 这 称 
为 有 界 性 条 件 . 总 之 , 可 以 得 到 解 


ulr,0) = 世 十 Dr acos k0 + bisin £0) . (33) 
k=1 
现在 利用 边 值 条 件 决 定 a:， Bb， 我们 有 
ul1,0) = f(0) = P+ 2) aicos 1 十 busin £0) ， (34) 


k=1 


但 这 正 是 健 里 叶 展 开 式 的 形状 , 故 令 
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ak 一 二 | f (pcos kp dp ， 
ee. (35) 
b; = 元 | J (psin ko do. 
代 和 人 (33) 式 即 得 原 问 题 的 形式 解 . 
一 个 重要 的 问题 是 级 数 的 收敛 性 问题 . 我 们 必须 牢记 傅 里 叶 级 数理 论 中 
一 个 重要 的 事实 : 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 不 一 定 收 敛 ,， 但 其 傅 里 叶 系 数 一 定 
界 : |ai| 委 M,，|2| 委 M( 实 际 上 还 可 以 进一步 证 明 w 一 0, 久 一 0)， 这 可 
以 由 (35) 式 直接 得 到 . 所 以 (33) 以 2 > ,Mr 为 优 级 数 , 而 在 ><1 时 收敛 . 将 
(33) 逐 项 微分 任意 次 仍 在 7 二 1 时 收敛 . 因此 ww EC”(2)， 前面 已 经 指出 ,这 
正 是 亚 椭 图 性 的 表现 . 
余下 的 问题 仍 是 w 如 何 取 边 值 . 在 r = 1 处 (33) 式 不 一 定 收敛 , 这 说 明 调 
和 函数 在 区 域 边界 上 丧失 了 光滑 性 . 但 若 将 (35) 式 代 和 人 (33) 式 , 将 有 


u(r,0) = 十 | fp[3 十 yicos&(g — Pldy. (33)’ 
0 k=1 
因为 rcosk(0 一 9) = 二 Re rexp[k(0 一 9)i]， 因此 
1 wo 
了 十 人 rcosk(b 一 9) 


| 
SCD es 
十 


"cosk (0 一 9) 


十 


id i 


sRelr expLACb 一 P11) 


“1 一 expT 0 一 内? 
] 一 rcos(l 一 9) 


(1 _ re's2)(] 加 je 一 :人 一 分 7 


十 十 
pa 


| 
SI vi ~|= 


lr 
2| 1 一 2rcos(0—9)+r] 
代入 (33)' 后 又 一 次 得 到 泊 松 公式 
“人 一 去 | ， [1 0 oy 十 r?] 
四 在 上 _ 章 忆 经 用 国 上 的 格林 男方 法 这 明了 
lim ‘U(r, 0) = f(0),， 


”1 


所 以 
lim | 多 十 D(areos k0 十 pisin 40) |= 大 CO) . 


130 第 七 章 ”抛物 型 方程 


这 就 是 说 , 一 个 可 能 发 散 的 级 数 (34), 在 加 上 收敛 因子 以 后 收敛 ,而 且 在 ” 
-> 1 时 仍 有 极限 (0). 所 以 可 以 说 f(0) 是 傅 里 叶 级 数 (34) 式 的 -广义 和 ， 
而 (34) 式 称 为 “可 求 和 ”级 数 . 数学 中 , 发散 级 数 有 多 种 求 和 法 ， 上述 求 和 法 
称 为 “4 一 求 和 法 ”(A 指 Abel), 所 以 上 述 解 在 4 一 可 求 和 意义 下 满足 边 值 条 
件 . 

上 一 章 我 们 看 到 ， 当 7 一 1-" 时， 泊 松 术 

1—r 
[1 一 2rcos(0 一 P 十 一 

这 种 广义 函数 意义 下 的 收敛 性 解释 了 泊 松 积分 取 边 值 的 意义 . 现在 看 到 , 人 
在 级 数 (33) 情况 下 又 演变 成 (34) 的 4 一 可 求 和 性 , 可 见 A 一 可 求 和 性 只 不 
过 是 广义 函数 理论 的 又 一 次 “ 换 装 表演 ”. 

(3) 圆 形 区 域 中 的 热传导 . 健 里 叶 方 法 可 以 用 于 高 维 区 域 . 这 时 ， 如 采 
区 域 的 形状 有 某 种 对 称 性 ,应 用 传 里 叶 方 法 时 常 导 致 某 些 特殊 函数 . 下 面 以 
圆 形 区 域 中 的 热传导 问题 为 例 . 记 Q@ = 仁 >0)X {(z,y); 十》 <1 


du du ， 9u) 
57 [ant ay 一 0， 于 Q@ 内 ， 
|= 0, (36) 
u(xz,y,0) = f(x,y). 
先 令 二 TG)X(C(z,y), 我 们 还 不 知道 z 和 能 和 否 进一步 分 离 , 于 是 有 
(37) 
XX | yi1 一 0 > 


及 
T'Q) + ATG) = 0. 
在 (37) 式 中 引用 极 坐标 并 令 XX 二 R(r)@(0)， 又 有 


[Rep 十 二 RD + XR |B + 六 RE" 一 0， 
因此 
8B"(0) 十 ABCO) 一 0， 
Roy) 十 二 RD) 十 | 1 一 考 |R= 0 
对 于 更 又 应 给 出 周期 边 值 条 件 ， 因 此 性 一刀 ,下 一 0，1，2，…， 加 (0) 一 ancos 0 


十 5sin 40, 有 二 0, 1, 2,…. 对 于 尽 则 有 有 界 性 条 件 , 于 是 需要 求解 常 微分 
方程 边 值 问题 


| R。 十 一 Re (7) 十 (4 一 k’/r’)R, 一 0， 0 二 7r 二 1， 
R,(1) 二 0， Ri 在 r = 0 附近 有 界 . 


(38) 
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(38) 式 是 著名 的 贝 塞 尔 (Bessel) 方程 , 它 将 导致 贝 塞 尔 函 数 . 

许多 应 用 问题 都 是 在 特殊 形状 的 区 域 中 求解 某 一 数学 物理 方程 . 因此 ， 
时 常 按 以 上 程序 导致 某 种 特殊 函数 ， 贝 塞 尔 函 数 是 其 中 最 重要 者 之 一 . 由 于 
本 书 中 不 可 能 介绍 有 关 知 识 , 读者 可 以 参看 例如 郭 敦 仁 编 :《 数 学 物理 方 
法 江 高 等 教育 出 版 社 ，1965). 

5. 非 齐 次 问题 . 现在 再 回 到 开始 , 但 这 一 次 我 们 讨论 非 齐 次 问题 


9 a9? 

了 了 一 了 一 g(X,t) 》 

u(0,t) = g(t) ， U(l,t) = p(t) 9 
u(rT,0) = f(x) 。 


我 们 总 是 设法 将 解 分 为 若干 项 之 和 (要 加 )， 使 各 项 分 别 满足 一 些 条 件 . 首先 
我 们 注意 到 边 值 条 件 , 并且 设 法 作 一 个 函数 ; 使 之 满足 边 值 条 件 而 暂 将 其 他 


条 件 置 之 不 顾 . 显然 中) 十 地 [gt) 一 9.(4)] 符合 边 值 条 件 . 然后 令 
& 一 总 十 {0 十 李 [ 员 (GD) — @0)]), 
对 于 ”， 它 满足 如 下 方程 和 初始 条 件 : 
了 一 一 gz 一 (GD 十 于 [mr -mrCDO]) ， 


D 


v(x,0) = f(x) 一 {9(0) 十 [pg(0) 一 中 (0)]) . 


但 是 v 却 适 合 齐 次 边 值 条 件 : 

v(0,1) = v(t) = 0. 
所 以 我 们 得 到 了 一 个 新 问题 

Ov 9 


5 一 本 B17,t) ， 
v(0,£) = v(t)=0,， (39) 
v(z,0) = fi1(x) 。 


前 面 我 们 已 看 到 相应 于 这 类 问题 所 对 应 的 齐 次 方程 及 齐 次 边 值 条 件 的 SS 一 工 
问题 为 (16)， 它 的 固有 函数 是 sin(kxz/1), 所 以 我 们 可 将 g1 (x,t)，f.(zx) 和 
v(ZX,t) 都 作为 x 的 函数 按 这 些 固有 了 消 数 展开 ， 有 


g1(X,t) = Dy grt)sinCkrz/l) ， 
k=1 
fi(z) = > fisin(krz/l) ， (40) 


vzst) = Svilt)sin(krz/l) . 
k=1 
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gi(t) 和 分别 为 gi(z,t) 和 1(x) 的 傅 里 叶 系 数 ， 因 而 是 已 知 的 . 
将 (40) 式 代 人 (39) 式 即 得 关于 vi(z) 的 方程 
ve (t) + (kA/l) vt) 一 Set) ， 
vi(0) = fi. 
由 它 解 出 v(t) 再 代 回 (40) 式 即 得 v(x,t). 


习 题 


1.〈( 强 极 值 原理 ) 设 在 图 7 一 1 的 0 中 满足 热传导 方程 , 在 人 上 连续 且 不 恒 为 常数 ， 
则 uCz,zt) 不 能 在 们 的 上 底 t = 二 7 了 的 内 点 上 达到 最 大 值 或 最 小 值 . 

2. 证 明 热传导 方程 的 柯 西 问题 在 max |u(x,2) | 二 o(1)e”(c 为 正常 数 ) 的 函数 类 中 的 
解 唯一 . 

[提示 : 仿 定 理 7. 2. 3 的 证 明 , 并 将 其 中 的 w(xz,t) 换 成 W 二 8(c 十 1)?t。exp{8[(c 十 
1)t + (Cc 二 1)x]).] 

3. 用 傅 里 叶 方 法 求解 以 下 初 边 值 问 题 : 

(1) 


Us— Uxz=0,， 0 二 X=X,t>0， 
u(0,t) = u(x,t)=0,， 


u(xX,0) = sinz. 
(2) 


u(0,t) = 0,u(l,t)=1, 
u(x,0) = sin(xzr/l). 
4. 求 6(z 一 a) 的 形式 仁 里 叶 级 数 ， 并 解 出 以 下 的 初 边 值 问题 
| oreeo- 0<a<=<l, 


[nom 0 二 z=l,t>0， 


u(0,t) 一 MWLt) 一 0， 
(zy0) 一 0. 
5. 令 DO1D = | Bf fs + afifydr, 有 CA = [efifidz. 车 用 一 XX 是 
S 一 工 问 题 (23) 相应 于 固有 值 + 的 规范 化 了 的 固有 函数 , f(zx) 连续 可 微 且 f(0) 二 了 (1) = 
0. 证 明 D(X,f) = AH(X ,7 有 ). 
6. 记号 同上 . 记 D(f,f) = DC),H(f,f) = HH(f), 证 明 : 
(1) 著 忆 是 相应 于 固有 值 和 的 固有 函数 ， 则 D(z) 二 4, D(X1,Xs) 一 0 (X1,Xs 是 
相应 于 不 同 固有 值 的 固有 函数 ). 
(2) 对 FE Ci([0,4]), 且 f 关 0, D(f)/H(f) 有 下 界 从 而 有 下 确 界 . 由 此 推 知 ,5S 
一 工 问题 的 固有 值 集 { 义 }) 有 下 确 界 . 
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7. 轴 的 横 振 动 , 当 两 端 z 二 0, 工 = 一/ 为 固定 时 可 以 归结 为 以 下 的 初 边 值 问题 
9 7 2 9 


Fy 


0 << 工 < /， 1 > 0 9 
u(rX,0) 一 PCZ) ， zi (zy0) 一 p(T) 9 
U(0,£) = ur (0,t) 一 Wi) 一 ULi) = 0. 


用 健 里 叶 方 法 求解 此 问题 . 
8. 用 全 里 叶 方 法 解 矩 形 0 二 xX 二 a, 0 三 y 三 5 上 的 拉 普 拉 斯 方程 的 犹 利克 和 雷 问 题 . 
D 2 9 
FT 72 十 ay 二 0， 


u(0,y) = wu(a,y)=0,， 
u(x,0) = f(x), u(xz,6) = 0. 
9. 长 为 1 的 均匀 杆 的 初始 温度 为 0, 一 端 z 二 0 保持 常温 ww 而且 热 量 可 通过 另 一 端 z 
一/ 和 杆 的 侧面 发 散 到 温度 为 0 的 介质 中 . 这 时 ， 杆 中 温度 w(xz ,zt) 是 以 下 初 边 值 问题 之 解 : 


dU 29M  ,, 
dt “97 bu, 


0 二 工 二 4 :>0， 


u(0,t) Mo， (uz 十 五 zx)| -一 0 9 H>>0 9 
zx(Zz,0) 一 0 . 
试用 傅 里 叶 方 法 解 此 问题 . 


10. 两 端 固 定 在 (0,0) 和 (x,0) 而 且 绷 紧 了 的 弦 ， 以 初始 速度 
9u ps 
7 ,_o = bsSinxX, 


开始 作 自 由 振动 , 求 位 移 u(x,). 
11. 求 下 述 弦 振 动 方程 第 二 边 值 问题 的 形式 解 : 


0 委 工 委 I 


9 wu 92u 


Fn = 0 + fr), 0~z<=il,t~>0,， 
9 1 9u 
了 | 一 At)， 3 = v(#),， 


上 之 0， 


ou 
u |,-。 一 Hz), En 


一 VCz) ， 0 三 工 三 7， 
t=0 
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1. 柯 西 器 题 


1. 波动 方程 的 基本 解 ”本 章 中 我 们 将 要 讨论 波动 方程 


au ,{ 9°u , a2u 


Driv 生 aR < 


n 的 大 小 对 解 的 性 态 有 很 大 影响 . 我 们 先 看 在 物理 上 最 重要 的 Ljs( 三 维 空间 
和 一 维 时 间 , 简 记 为 “3 十 1”), 并 求 其 基本 解 E(x,i), 二 (Xi1,T2,T3): 
[jE = oo(r,t). (2) 
还 是 考虑 9 ' 中 的 基本 解 , 并 将 EE(z,t) 对 工作 健 里 叶 变 换 得 到 C$,t) ， 
由 第 四 章 例 .4 及 (1) 有 (在 广义 微 商 意义 下 ) 


一 0. (1) 


dE = 0) ， (3) 
此 时 (3) 的 齐 次 方程 
2 +c|él2E=0 
的 两 个 线性 无 关 解 为 廊 = sinc|&|t, EK, 二 cosc|&|t .由 常数 变易 法 , 令 
KE(E,t) = CCé,t)sinc|élt + Clé,t)cosclélt, (4) 
代入 方程 . 记 C; = $Ci(€,t), i 一 1,2 ， 并 加 上 条 件 


C'sinc|é|t + C,'cosc|é€lt =0. 
以 上 问题 化 为 求解 
C'sin clé|t+ C,'cos c|é|lt =0,， 
oe clélt)', + Cy Ccos ci) = 0(). 
于 是 可 解 得 c|&|1C1 = 二 6(t)cosc|&lt==6() ,所 以 可 求 得 Ci 二 (c181) HG) 
或 一 (c|&|1)-iH( 一 z) 及 Cs, = 二 0， 于 是 (3) 有 两 个 最 简 形式 的 解 


~ 四 sin c|é1|z 
E: (€,t)= H(t) el ， (5) 


E_ (ED HD. (6) 
clé| 
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且 有 supp EiCICr,t); tt 之 0} 及 suppE_ 必 {(z,t);t 人 0). 它们 分 别 被 称 
为 口 .+1 的 前 (后 ) 向 基本 解 . 为 从 天 + 计算 出 ,需要 一 类 重要 的 广义 函数 ， 
即 集中 在 曲面 S 上 的 广义 函数 , 它 是 6 函数 的 推广 . 

设 曲 面 S$ = {zx; p(xz) = 二 0, dp(z) 关 0, Pp EC”}. 则 可 定义 集中 在 S 上 
的 广义 函数 6(p(z)) E 多 '(R") 如 下 : 对 任意 PE CY(R") ,定义 


(GB) sD= | pr)ds,. (7) 
{p(x)=0} 
且 可 以 证 明 ( 作 为 习题 ): 
sing supp (pr)) = supp (pr)) = {x; pr) = 0}. (8) 


例如 , 设 9 是 R*(2 盖 1) 中 过 原点 的 超 平面 . 经 过 坐标 变换 可 设 5S 为 
{x; 之 1 一 0} 。 由 (7) 式 有 
(0(X1) ,9) = | pdo = | PO0 ,Toz，… TdTr2 dr,. 


Z]1 一 0 一 1 


可 见 了 R" (7 > 1) 中 的 OX1) 与 R- 中 的 CO(Z1 ) 是 不 同 的 ， 后 者 是 集中 在 过 1 一 
一 点 的 广义 图 数 ， 且 使 (0GCzl) ，9) 一 PC0). 
可 定义 6(p(z)) 的 傅 里 叶 变 换 下 (SGC(z)))() E 儿 'RE): 对 任意 PE 
SCR2)， 
(FSCpCz)))CE) , PE))= (8(pCz)) , pr)) 
9 (zx)dS, 


{plz)=0} 


一 | dS, | Cd6 


{ 户 (Z) 一 0 Ra 


若 S = 二 {zx; pz) 一 0) 为 紧 集 ， 则 6Cp(Gz)) E 8B' ,于 是 
(FOCpCL))) CE) , 9E)) = | we) ei"tdS,, 


R” {plz)=0} 


则 
FSCpCz))) CE) = | eitdS, (€ C™” (RS)). (9) 


{p(x)=0} 


特别 地 ， 当 n= 3, p(x) = 一 |zlGr>0)， 则 为 半径 是 >， 中 心 在 原点 
的 球面 . 利用 球 坐 标 ， 以 《为 轴 , 球面 上 工 向 量 与 之 夹 角 为 0(0 二 1 7). 
则 .三 |1zllslecos0,， 以 8 轴 为 旋转 轴 , 旋转 角 为 9, 其 中 0 二 9 二 2x， 则 
dS, 二 rsm0 dypdqd0 ,于 是 


2x Fig 


FOB — 1x1))(é)= | do | 2-altleser2sin g d0 


0 0 


136 第 八 章 ” 双 曲 型 方程 


bi 


一 一 2rr?| seeedcos 0 


0 
一 4xr|é| !'sinr|é€|. 
对 t 放 > 0, 令 r= 二 ctlc 放 > 0) ， 由 (5) 可 得 


E, (zx,t) = HG)6Cct 一 | 工 )/(C4rcz) . (10) 
同 理 , 当 1 二 0, 令 r= 二 一 ct ， 由 (6) 得 
E_ (x,t) =— H(— t)6(ct 十 |z|)/ (4xc). (11) 


最 值得 注意 的 是 sing supp E+ 三 supP 上 + 二 
{(zx;t);|z| = ct) .这 是 一 个 半圆 锥 面 , 它 对 波 ot 
动 方程 的 讨论 至 关 重 要 ， 称 为 特征 锥 面 ， 而 从 物 supp 五 ， 
理 出 发 ， 则 宁可 称 它 为 前 向 光 锥 . 同 理 , 忌 -《〈Z ,总 ) 
的 支 集 和 奇 支 集 是 后 向 光 锥 sing supp 上 -一 
suppE_ = ((zx,t); |zx| 三 一 ct .基本 解 的 物理 


—ct=|x| 
意义 以 后 再 讨论 . 因为 sing supp Ei4 关 (0),， 根 supp 五 _ 
据 亚 椭圆 的 定义 6. 3. 1 得 到 波动 算 子 不 是 亚 椭圆 
的 .其实 从 第 一 章 对 发 振动 方程 ww 一 uz 二 0 的 8g] 


讨论 即 可 看 出 这 一 点 ， 嘟 时 得 其 通 解 为 wat) 二 f(z 十 人 十 gz 一， f,g 
E C2 . 也 可 以 把 它 看 成 口 ,zx = 0 的 解 , 但 此 方程 的 右 方 0 € C”，, 而 解 只 属 
于 C? , 其 至 只 属于 多 '，, 因为 当 f,g € 多 ' 时, 上 式 仍 是 其 多 ' 解 , 这 即 表 
明 无 亚 椭 圆 性 . 

2. 柯 西 问 题 的 解 ” 考虑 R: 中 的 柯 西 问题 : 


一 2 2 
[p= cAu = fr,t), tt>>0,， (12) 


u(xz,0) = golx), urs0)=ar), ZER， 
这 里 , f(z,t) EC?, go(z) EC, gi(z7) EC?. 作 这 些 规定 是 因为 我 们 想 求 C 
解 ， 
现在 假设 此 问题 有 经 典 解 & 存在 . 为 了 导出 它 的 表达 式 , 先 假定 4 是 C™ 
的 ， 并 以 HG)u(z,t) 代替 wu(z,t) ,在 [1] 的 作用 下 即 得 
Hau) = HO + HG + 2H' (1)9u 
=HCG)f + (tu + 20(2)9u 
~HG)f a)u) + ot)Au (zr, 0) 
=HG)f(z,t) + AO) gr)) + Ot) gz), (13) 
这 里 应 用 了 广义 函数 6 与 其 乘 子 少 作为 广义 函数 所 具有 的 等 式 $6 = J(0)60， 
(g6)' = (%(0)8) (作为 习题 请 读者 自行 证 明 ). 利用 基本 人 解 上 (Xx,t) 6 可 表示 
HG)u(z,t) 如 下 : 
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H(i)ul(zr,t) = CH ¥ E+t+ g1¥% + (»,£) 


十 So x b+ (。)L) ， (14) 


这 里 第 一 项 表示 对 所 有 变 元 (zx,t) 作 卷 积 , 第 二 、 三 项 中 t 作 为 参数 ,只 对 变 
元 工作 卷 积 . 这 样 能 计算 出 
(CCD 7 x Et ) (x ,t) 


H(t — rH(7) 


4nc’(t — 7t) O(c(t — 7 — |z oy|)f(y,r dydr 


R 


] |ar f(y,7) aS 


_ y 
° [xz—y|=c(t—7) x > ] 


1 (yt 一 工 一 了 [ca 


2 _ 
4xc a Iz—y| 


以 上 在 最 后 的 等 式 中 要 利用 积分 变量 变换 rh>r = 二 c(t 一 tr). (15) 式 的 形状 和 
棚 圆 型 方程 一 章 中 的 牛顿 位 势 相似 ,只 不 过 时 间 t 上 出 现 了 推迟 量 
Iz 一 y|/c, 所 以 称 为 推迟 势 . 

其 次 


(15) 


| * E+ (»,t) 


= | 2 — Iz— y|) 


4ncit 


dy 


t* re | g1(y)dS, = tMig1},， (16) 
|z—y|=ct 


这 里 M{g1}) 表示 gi 在 球面 {y; |x 一 y| = ct) 上 的 平均 值 . 
最 后 , 类 似 地 有 
go* aE+ (。 ,1) 


—a(gox Et+ (°»,£)) 


=ALtM({go}] (17) 
综合 (15)、(16) 、(17) 可 见 在 上 之 0 时 
l f(y,t— Iz w/o) 
的 dre |z 一 ?| 委 ct 加 >| 7 
+ 诗 [EM{g0}] + tM{g1) . (18) 


从 (15)、(16)、(17) 知 当 goE Csg EC ， FEC 时 ,xEC， 因 而 (18) 是 
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柯 西 问题 (12) 的 经 典 解 . 

以 上 是 在 假设 x € C? 是 柯 西 问题 的 经 典 解 来 导出 (18) 的 . 即 是 说 ， 如 果 
此 问题 有 经 典 解 x ， 则 它 只 能 写作 (18) 式 . 这 样 我 们 仅仅 证 明了 柯 西 问 题解 
的 唯一 性 . 为 了 证 明 其 存在 性 , 我 们 还 应 验证 (18) 式 确实 是 解 . 由 (13) 式 知 ， 
当 t 二 0 时 ,u(x,t) 满足 方程 式 . 容易 验证 第 一 项 适合 零 初始 条 件 ( 见 习题 
7)， 且 
lim tMigi} = 0. 


t—>0 


而 因 元 CM{g)) € C' ， 则 


. 9 
lim Fit Ma } 
1>0 


=lim M{gi} + limt TM{g1)) 
+ t_>0t 


=lim Migi} = gi. 


t—»0 


关于 第 二 项 ， 记 tM{go} 二 v ,由 (13) 知 ， 当 t 放 0 时 ， [jv =0. 所 以 由 
上 式 知 


.9 
lim iLtM{go}] 一 go， 
:ot Of 


及 
. 9 
lim 疗 [ 闻 [eM{go)]] 
:0 
Jj 9 ?vw . ， 
— La 本 75 一 lim {[ jv +c Asv) 
:mot of t=0T 


= lim cAsv = lim c*A;s (tM {go}) 
t_>0t 


t—>0+ 

= lim cAs(go x Ej (*,1)) = lim c*(Asgo) x E, (*,1) 
t>0t t>0t 

= lim ci:tM{Ago} = 0. 


t—0 


因此 , 我 们 得 到 

定理 8.1.1 若 go EC(R’), g1 ECR), fE CR4), 则 由 (18) 式 
所 确定 的 函数 xz E C2(R4) 是 柯 西 问 题 (12) 的 解 . 

3. 降 维 法 ”上面 我 们 考虑 了 ”= 3 的 情况 . 2 一 2 和 ?一 1 的 情况 也 都 
可 以 由 它 得 出 . 以 下 为 简单 计 , 我 们 都 设 了 = 0. 

n 二 2 时 的 柯 西 问题 
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2U(Z1Z250) = go(CZ1Zz) ， 

U(X Ts 0) 一 B1(CZ1yX。) 
的 解 仍 可 由 [jw = 0 解 得 出 , 只 要 此 解 不 含 
Xx. 问题 是 , 当 go，81 不 含 zs 时 ， [jw 二 0 之 
解 是 否 不 合 zs ? 我 们 只 来 检查 一 下 tM({g1) . 


1Ad(tS =t 


这 里 积分 在 以 球 心 是 (zi1,Xx,,0)、 半径 是 at 的 
球面 上 进行 , 球面 上 的 点 是 (y1,y;,y3)， 将 
dS, 投影 到 (yyz) 平面 上 来 ， 有 4S, = 
dyidys/cos0. 但 


cos 0 = = No (ro— yi) CO— (rx, 一 y2) , 图 - 8 一 2 
所 以 ， 把 上 半球 面 上 的 积分 投影 到 (y1,y2) 平面 上 得 一 个 二 重 积 分 
ctg1(Y! Ctgi(yisY dydy | 
4nc’ zt] | 


zyl<a Nc? — Yi) — (Xs 一 2) 


下 半球 面 上 也 是 一 样 . J 即 得 . 


, y» )C yid 
aye Not oo (Ti Y) 一 (za 一 32 
它 确实 与 zx; 无关. 同样 - 
9 1 9 go(y1, Yd yidy, ， 
i(tM go) 9Ac 9 t 2 , (21) 


— (Xi1 一 说) 一 《zz 一 2 
故 半 一 2 时 柯 西 问题 (19) 之 解 是 以 上 二 二 之 和 

这 个 方法 叫做 降 维 法 . n == 1 时 的 解 也 可 以 这 样 来 作 , 但 因 在 第 二 章 中 我 
们 已 给 出 其 解 ， 所 以 现在 不 再 重复 了 . 

4. 波 的 传播 . 惠 更 斯 (Huygens) 原 理 波 就 是 扰动 的 传播 . 波动 方程 的 
解 从 各 个 方面 反映 了 这 个 事实 ， 而 主要 的 就 是 ; 波 具 有 一 定 的 传播 速度 . 先 
从 = 3 开始 讨论 . 首先 看 (16) 式 , 它 是 球面 Ss。 上 的 积分 , 球 心 在 zx, 半径 为 
Ct. 和 是 初始 扰动 . 如果 它 集 中 在 2 中, 即 supp gi = 二 人 0, 则 对 有 外 一 点 xz， 因 
为 dist (zx,0) = 二 +r0, 故 当 ct 二 r+ 时 , M{gi) 的 积分 区 域 与 他 并 不 相交 ， 从 
而 在 Ss 上 gg 三 0, 则 zM{a) = 0. 从 t= 二 r/c 开始 ,，S 与 人 2 相交 , 而 从 这 个 
时 刻 开始 M{g1) 一 般 不 为 0. 所 以 时 刻 t = r/c 是 波 前 到 达 工 的 时 刻 . 随 着 时 
间 的 推移 到 t= R/c(R 是 z+ 到 人 的 最 大 距离 ) 以 后 , S6 与 们 又 不 相交 , gi 在 S。 
上 重文 为 0， 从 而 2 (8i) = 二 0. 所 以 t= 二 R/c 是 人 内 各 点 的 扰动 均 已 通过 了 工 点 
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而 传 向 远方 的 时 刻 . 在 这 以 后 , z 点 重 又 恢复 
平静 , 所 以 t = R/c 是 “ 波 后 ”通过 工 的 时 刻 . 
以 上 的 分 析 说 明 扰 动 传播 即 波 具 有 一 定 的 有 7 
限 速度 <， 这 是 有 关 双 曲 方程 最 重要 的 结论 . 
具有 波 前 和 明显 的 “ 波 后 >， 这 是 惠 更 斯 
原理 (Huygens) 的 推论 ， 惠 更 斯 原理 告诉 我 
们 ,基点 发 生 的 波 产 生 一 个 波 前 S,, 而 S, 上 各 
点 又 都 成 为 次 级 波源 向 外 传播 . 下 一 个 时 刻 
的 波 前 , 就 是 这 些 次 级 传播 的 波 前 的 包 络 5;. 
但 由 图 8 一 4 可 见 , 有 两 个 这 样 的 包 络 S, 和 困 
S2， 前 者 向 外 传播 而 后 者 向 内 传播 . 可 是 在 
物理 上 人 们 从 未 观察 到 S,', 这 是 由 于 干涉 作 
用 使 之 消失 了 的 原故 . 因此 把 惠 更 斯 原理 与 
干涉 作用 结合 起 来 就 可 以 说 明 波 前 的 出 现 和 


“ 波 后 ”的 不 出 现 的 现象 8 
以 上 说 明了 4W{(si 描述 了 一 个 波 的 传播 7 \ 
S 
特性 . 对 -2.[zM{go)] 自然 也 是 一 样 再 看 推 \ 
SS 
oa 1 f(yst— |x—y|/OVdy “ 
退 按 0c | Iz—y| “出 图 8 一 4 


1z 一 y| 委 ct 


现在 方程 右 方 的 f 和 出 现在 初始 条 件 中 的 g。，g1 一 样 都 是 扰动 源 . 当然 它们 
的 量 纲 不 同 ( 例 如 , 车 表示 位 移 , 则 go。 具有 位 移 量 纲 , g1 具有 速度 量 纲 而 了 
具有 加 速度 量 纲 ). 但 最 重要 的 区 别 在 于 go，g: 是 上 一 0 时 的 瞬时 扰动 , f 则 是 
t 过 0 时 的 持续 作用 的 扰动 . y 点 的 扰动 要 经 一 定 的 时 间 才 能 传 到 工 点 . 由 于 
扰动 传播 速度 为 c， 所 以 在 时 刻 上 位 于 点 二 处 所 观察 到 的 ui(z,t) 的 值 并 不 取 
决 于 f(y,t) 而 决定 于 f(y,t 一 |z 一 y|/c). 推迟 势 中 的 推迟 量 |z 一 y|/c 也 
是 波 以 一 定 速度 c 传播 的 表现 . 

其 实 , 这 一 切 又 都 可 以 从 基本 解 的 支 集 是 supp E41== {(z,t), |zx| 一 ct 
看 出 来 . 因为 基本 解 (zx,t) 就 是 初始 时 刻 t = 0 位 于 xz == 0 的 扰动 生成 的 
波 . |z| = ct 在 四 维 时空 (z,t) 中 来 看 是 半 个 圆锥 , 而 在 三 维 空间 Ri 中 来 看 
则 是 一 族 半径 为 ct 的 球面 . 初始 扰动 在 时 刻 上 生成 的 扰动 集中 在 |z| = ct 上， 
在 |z| 汪 ct 处 E| 二 0 表示 在 那 一 部 分 空间 、 在 时 刻 t 扰 动 尚未 到 达 因 而 是 平 
静 的 . Ei 三 0 于 |z| 过 ct 处 , 表示 在 该 球面 之 内 域 在 时 刻 t 扰动 已 经 通过 从 
而 又 恢复 了 平静 . 这 表明 初始 扰动 生成 的 波 随时 间 增 长 而 沿 半圆 锥 {(z,z); 
|z| = ct) 传播 , 因此 , 称 这 半圆 锥 为 光 锥 的 理由 也 就 很 清楚 了 . 
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n 二 2 的 情况 与 4 = 3 就 大 不 相同 了 . 这 时 解 仍 由 iM{g1) 等 来 表示 . 但 
经 降 维 处 理 后 , 得 到 的 并 非 光 锥 |z| = ct 上 的 积分 , 而 是 其 内 域 上 的 积分 . 
借用 图 8 一 3, 当 t 过 r/c 时 , 积分 区 域 与 人 = supp gi 不 相交 ,因而 积分 为 0. 
从 而 波 前 未 到 达 时 z 点 是 平静 的 . 但 当 t 二 > R/c 时 , 虽然 光 锥 又 与 人 不 相交 ， 
积分 区 域 |z 一 y| 三 ct 却 包 含 了 整个 2, 因此 iM{gi}) 一 般 不 为 0. 就 是 说 ， 
n 二 2 时 没有 明显 的 “ 波 后 ”. 所 以 当 n = 2 时 惠 更 斯 原理 是 不 成 立 的 . 

再 看 二 1 的 情况 . 由 第 二 章 ， 弱 振动 方程 的 柯 西 问题 的 解 是 第 二 章 (8) 
式 


u(t) =#[folz + at) + folz — at)] 


Tat 
+ 二 | “Poar (将 c 写 为 &. ) 


我 们 称 第 一 项 为 位 移 波 ， 因 为 它 是 初始 位 移 f, 生成 的 . 同 理 称 第 二 项 为 冲 量 
波 . 如 果 f,、 都 有 紧 支 集 , 而 且 xz 是 支 集 外 的 一 点 ， 当 zt 充分 小 时 ，[z 一 
t,x 十 at] 与 这 些 支 集 均 不 相交 而 得 二 0 因此 有 波 前 的 概念 ， 当 + 充分 大 
时 , 工 土 at 又 都 在 supp f, 之 外 因而 位 移 波 为 0, 但 冲 量 波 的 积分 区 间 包 含 了 
整个 supp 有 i， 从 而 这 一 项 不 一 定 为 0， 因 而 整个 说 来 没有 明显 的 “ 波 后 ”所 
以 , n 二 1 时 惠 更 斯 原理 也 是 不 成 立 的 . 

以 上 我 们 是 在 物理 空间 (z 空间 中 ) 讨论 波 影响 域 CC 下 
的 传播 . 在 相 空间 (Cx,t) 空间 ) 中 , 原来 的 波 前 
面 一 - 一 族 以 扰动 点 x 为 心 , ct 为 半径 的 同心 球 
面 一 成 了 以 z 为 顶点 的 半 个 圆锥 面 一 前 向 
光 锥 : {(z,t); |z| = ct}. 所 以 我 们 借用 相 空间 
的 语言 就 把 “ 波 的 传播 即 波 前 的 传播 ”说 成 “ 波 
沿 光 锥 (特征 锥 ) 传播 ”. 前 向 光 锥 表示 t 二 0 时 位 
于 z 的 扰动 所 生成 的 波 前 在 :二 0 以 后 即 1 之 0 时 人 于 起 2 
影响 所 及 之 处 , 因此 称 为 点 的 影响 区 域 . 后 向 四 
光 锥 内 的 点 Czoyto)， to 二 0, 都 有 以 下 性 质 : 以 
(zs ) 为 顶点 的 前 向 光 锥 必 包 含 (z,0) 于 其 内 . 即 是 说 工 含 于 (zuyz) 的 影响 
区 域内 , 而 (z,0) 处 的 扰动 将 受到 (zowto) 的 扰动 的 影响 ,因此 后 向 光 锥 称 为 
其 顶点 的 依赖 区 域 . 但 是 在 许多 时 侯 我 们 作 一 个 过 (zo,to) 而 与 x 平面 平行 的 
平面 ( 即 {t 二 志 )) 与 后 向 光 锥 相交 , 并 称 相交 部 分 (图 8 一 5 中 的 阴影 区 域 ) 为 
顶点 的 依赖 区 域 ， 意 即 顶 点 处 的 扰动 依赖 于 该 区 域内 的 初始 扰动 
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习 题 


1. 证 明 上 ;, E- 满足 方程 (3). 
2. 证 明 sing supp6(p(7)) = supp 6(p(7)) = (Zi p(X) = 0)}. 
3. 证 明 当 上 一 0+ 时 有 

(1) 一 0， 于 SC ; 

(2) aaE (:,t)—6(.)， 于 5. 


4. 求 柯 西 问 题 
[Liz 一 JCzb， 上 <0; 
u(TXT,0) 一 go(X), 
ul(XT,0) = gi(7) 
的 解 . 


5. 设 wlz,t,T) 是 柯 西 问题 
[hw=0, i>r; 
wl(X,T,T) 一 0， 
(zyryr) 一 f(r,7) 
的 解 . 证 明 wu(z,t) 一 | w(z,zr)dr 是 柯 西 问题 
Dw = f(r,t), tt> 0; 
ul(X,0) 一 0， 
zzy0) 一 0 
之 解 . 再 证 明 上 述 u(x,t) 可 写 为 推迟 势 (15)， 从 而 知道 推迟 势必 适合 齐 次 初始 条 件 . 
6. 证 明 函 数 


17/2c， cz 一 2 之 0，Lt 之 10. 
E(zx,t) = 


0， 其 他 地 方 


是 弦 振 动 方程 的 基本 解 (z € R'). 设 f 充分 光滑 , 令 
T(x,t;f) 一 巨 (tx 大) ， 


证 明 ， 
1 Tet 
I(z,t; 有 ) 二 认 | “fae, 


则 六 T(zst; 了 ) 是 什么 ? 由 此 解 出 骇 振动 方程 的 柯 西 问题 ， 
7 。 令 M.(9) 一 v(s,t) 为 PCZ1 ,Ts Ta oo) 在 以 原点 为 心 、 S 为 半径 的 球面 上 的 平均 值 ， 9 


ECo. 


/a 2 9 929 
CD 证 明 , MAD = | 这 + 二 六 MO ,M3 = 了 MD， 
(2) 定义 广义 函数 E(xi,Xx2 ,Ta,t) 为 
(E ,P= | cM di, pECz (ec>0), 
0 


则 supp 五 CC (Cz,ti); |zxz| = ct}, 而且 由 (1) 证明: 
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pp 
“(LhE ,9) 一 | 言 pr _9 (csM, (9)) 一 可 Caa0CD) | | ; 
1 9 | 1 90 2 


st c di 


a2 2 
1 9°0 | 证明: (加 E ,9) = 


(3) 利用 | 去 3 了 一 3 
(6 9 9)， 从 而 是 [|] 的 基本 解 . 
8. 证 明 : 当 n = 二 2 时, 由 公式 (20) 有 
1 HCt—|: | ， 


(1) iM{gi}) = SC ) x | 27rc VC 一 |: 


1 He | ) 
(2) 令 Eat = 填写 他 一 )， 则 它 为 二 维 波动 方程 的 基本 解 . 
”2 
9 利用 第 二 刘 的 这 关内 外 公式 (8) 推出 一 入 流动 方 各 的 基本 入 E, (zt) 


一 地 日 (一 |z) 二 方 (有 GE 十 如 一 归 (z 一 让 ) (于 D7 (Rs), 并 代入 方 程 验证 之 . 


10. 水 以 下 和 而 问题 


[ju=0, 1>0,， 
| ul|,o 一 JJ(z) 十 gCy) ， 
zi|,-o 一 PY) + Y (z) 
的 解 的 表达 式 . 
11. 用 降 维 法 直接 从 [ju = 0 的 柯 西 问题 解 的 公式 导出 弦 振 动 方程 柯 西 问题 解 的 公 


式 ， 
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1. 弦 振动 方程 的 混合 问题 “对 于 双 曲 型 方程 ， 除 柯 西 问题 外 ， 另 一 个 
具有 基本 重要 性 的 问题 是 混合 问题 ， 即 一 个 初 边 值 问题 ， 如 
92z 2 9 WU 
3 如 axz2 
u(0,t) =u(ll,t)=0, i1>0, 
U(XT,0) = p(X), u(r,0) = Yr) ， 0rLl. 
这 类 问题 可 以 用 健 里 叶 方 法 求解 . 第 七 章 8$ 2 中 介绍 了 这 个 方法 . 但 在 $1 
中 我 们 已 看 到 波动 方程 柯 西 问题 的 解 很 好 地 反映 了 波 的 传播 , 那么， 可否 也 
用 波 的 传播 来 解释 问题 (22) 的 解 呢 ? 关键 问题 是 : 边 值 条 件 的 出 现 对 波 的 传 
播 有 什么 影响 . 
第 二 章 § 1 中 我 们 已 给 出 ， 嘴 振 动 方程 的 解 由 正 波 和 反 波 合成 ， 
ULCZot) = F(T— cect) Gre). 
正 波 (x 一 ct) 沿 特征 线 工 一 ct = const 传播 ( 即 在 工 轴 上 以 速度 c 向 右 传 


0 二 工 过 4， :>>0 9 
(22) 
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播 ), 反 波 则 沿 特征 线 工 十 ct = const 传播 . 为 了 满足 边 值 条 件 w(0,t) = 二 0 应 
有 z 
一 FF( 一 愉 ) = 二 Glet) 或 一 F( 一 T) = GCT)， (23) 
这 里 人 == ct. 因此 解 可 以 表示 为 (zt 二 F(X 一 ct) 一 Ff( 一 ct 一 Xz). 同样 ， 
由 z(t) = 0 有 ( 仍 用 工 表 示 ct): 
FL 一 了) 十 CC 十 7) 三 0. (24) 
因为 解 是 定义 在 0 三 x 三 上 的 , 所 以 原来 的 FF 和 G 也 只 应 定义 在 其 上 . 
但 当 0 委 了 冬 !/ 时 有 一 ! 委 一 了 和 0,， 因 此 (23) 实际 上 将 下 拓展 到 区 间 
一 ( 委 了 和 /上 了 . 同时 C 也 拓展 到 了 [一 1 四 上. 再 由 (24)， 令 7 十 了 一 P， 
则 /一 了 = 2 一 tr， 因此 (24) 式 成 为 CCr) 一 一 下 (2 一 z)， 再 由 (23) 式 即 有 
F(—7) 一 下 (2 一 z) 
即 是 说 下 还 可 以 拓展 到 [一 1,/ 之 外 而 成 为 一 个 以 2 为 周期 的 函数 . 对 C 也 
一 样 . 总 之 , 边 值 条 件 使 我 们 可 将 下 , G 拓展 成 以 27 为 周期 的 函数 . 
再 看 初始 条 件 . 这 时 应 有 
PCZ) 一 U(CZ 0) 一 FF(Z) G(r) = FX) 一 下 (一 了 并) ， 

JT) = Wr,0) 一 一 c[LECz) 一 GCCz)] 三 一 cLRCz) 一 到 (一 并 | . 
因此 9. 少 也 被 拓展 为 以 2! 为 周期 的 函数 ,而 且 是 奇 函 数 . 这 样 一 来 , 边 值 条 
件 提供 了 如 何 拓展 初始 函数 的 根据 ,而 混合 问题 化 成 了 以 这 拓展 后 的 p.Y 为 
初 值 的 初 值 问 题 . 

例如 ,我 们 考虑 PCzo,to) 处 (图 8 一 6) 的 
正 波 ,， 即 弦 上 zo 处 如 时刻 的 正 波 . 由 第 二 
章 所 述 ， 它 应 由 P,( 一 zi1,0) 处 的 正 波 而 
来 ,其 中 一 z= zo 一 ct. 但 实际 上 9 yy 在 
一 Zi 处 本 来 没有 定义 , 而 是 利用 它们 在 
[0,7] 上 的 值 进行 拓展 , 这样， 为 使 正 波 通 
过 边界 {x 三 0} 处 仍 满足 边 值 条 件 wu(0,z) 
二 0,， 则 应 在 (zi,0) 处 有 反 波 通过 边界 PX-*10) 六 0) 
tz 二 0}, 使 得 与 正 波 秋 加 为 0, 于 是 初 值 
9p9、y 在 一 zi 处 取 其 在 zi 处 之 值 反 号 
(Zi EE [0,L). 所 以 可 以 说 Pi 处 的 反 波 以 速度 一 c 传 到 边界 xz = 0 处 发 生 了 
反射 (同时 反 号 ) 成 了 正 波 而 在 时刻 到 达 ze 处 总之, 结论 就 是 ; 波 在 区 域 
的 边界 将 发 生 反 射 ， 反射 的 方式 视 边 值 条 件 而 定 . 

还 可 以 用 波 的 反射 来 解释 傅 里 时 方法 . 一 个 在 [0,L] 上 定义 的 函数 的 以 
2 为 周期 的 奇 拓展 可 以 用 正弦 展开 来 实现 . 例如 对 wz)，ZzE[L0, ,可 拓展 


多 8 一 6 
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P(X) = Sa,sin (nAxz/l) ， 
其 中 
2 
0 二 了 | pT)sSIn (nxnzr/ldzr. 
上 述 级 数 就 是 以 2/ 为 周期 的 奇 函 数 . 以 此 式 和 J(zx) 的 正弦 展 式 代 人 达 朗 由 


尔 公 式 
_ 1 1 ff 
wz 间 一 于 [gz 十 轨 十 pz 一 0] 十 去 | wae ， 
即 得 
u(x,t) = 》anssin (nanzr/l)eos (nnct/l) 


+ > bssin (nanz/l)eos (nnct/l). 


这 正 是 仁 里 叶 方 法 给 出 的 结 采 . 
2. 柯 西 问题 解 的 唯一 性 和 稳定 性 ” 波 的 传播 是 能 量 的 传播 , 以 nn 二 2 为 


，” 例 , 在 描述 某 些 弹 性 系统 振动 的 弹性 波 问 题 中 , 弹性 位 能 ( 除 一 个 常数 因子 


外 ) 是 || [十 如 Jdzidzs, 而 动能 ( 除 同一 常数 因子 外 ) 是 |idzxidzs， 所 


以 我 们 称 [十 志 十 志 十 二 J4xidzs 为 能 量 积分 而且 把 它 看 作 是 运动 的 基 
种 度量 . 


现在 考虑 柯 西 问题 
Du= 0 cA = f ， 


u(T,0) = PX) , (25) 


zi(Z 0) 一 VCZ) . 

上 面 已 指出 , 特征 锥 面 ( 即 光 锥 ) 将 起 重要 的 
作用 . 我 们 取 以 (zx ,to) 为 项 点 的 后 同 光 锥 x 
{Xt); ctoto) = (ri TX1) 二 (Tr CO— 7x2)’, 
t 二 to? 与 平面 it 一 0} 所 围 的 区 域 为 C(to), 记 
其 侧 表面 为 卫 ,，C (to) 与 平面 tt 二 刀 ) 之 截 口 为 
人 2(t1)， C(to) 的 含 于 0 委 上 魏 所 的 部 分 一 一 锥 台 为 CD)( 见 图 8 一 7)， 并 且 
考虑 时 刻 上 的 能 量 积 分 (或 称 能 量 范 数 ) 

1() = | 十 C (zz 十 uz,) ]ZzidTa， (26 ) 


人 (tt) 


由 于 波 沿 光 锥 传播 ， 由 8200) 中 的 初始 扰动 p、y 以 及 C(z) 内 的 持续 扰动 了 生 
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成 的 能 量 将 被 限于 0Q2(0) 的 影响 区 域内 . 由 于 依赖 区 域 CG) 只 是 影响 区 域 的 
一 部 分 ， 所 以 从 物理 上 应 该 很 明白 :7G) 将 随 上 上 升 而 下 降 . 下 面 有 一 个 相应 
于 此 的 定理 . 
定理 8.2.1. 若 w EC'(CG)) (1C?(C()) 是 柯 西 问题 (25) 之 解 , 且 
9、Y 虱 充 分 光滑 ， 则 必 有 常数 民 汪 0 使 得 对 0 三 1 三 to。 有 
TCD < KIICO) + 省 frdidzidz,] . (27) 


C(t) 


证 ”方程 两 边 乘 ,, 经 过 简单 的 计算 可 以 化 为 下 式 : 
wf 一 zj” = A 


9 9 
2 Be Yn) 十 Fr (Url) 本 Ur lzi: 本 Ur Ur, 
2 


= 到 | 访 -一 [22 十 cz ,十 zz) 一 2c’ 到 (ec 2 ) 十 元 CR ,Ui) 


(28) 
两 边 在 C(t) 上 积分 ,并 用 高 斯 公式 将 散 度 化 为 C(t) 表面 上 的 积分 . 表 
面 可 分 为 三 个 部 分 : 侧面 卫 , 记 其 外 法 向 量 为 n; 上 底 2G), 其 外 法 线 方向 是 


上 轴 正 回 ; 下 底 人 2(0), 其 外 法 线 方 向 是 一 1 方向 . 因此 表面 上 的 积分 也 可 分 为 
三 项 : 


太一 二 | [2 十 ce 十 屿 )]gzdrs， (上 底 ) 


全 () 


J , = 记 ||{[ 十 C (uz, 十 xz ) jcos (12 ,t) 
FM 
—2c°[L (us ui)cos (zi) (ur)cos (nz)j}dS ， 侧面 ) 


一 一 至 | Eee + ec + 的) Jdridz, (下 底 ) 
cio) 

现在 讨论 J， 的 符号 . 由 于 1 的 方程 是 c(t to)” 一 (zi 一 T1) 一 (ZX; 一 x2)° 
一 0, 通过 求法 线 方 回 余弦 便 可 证 明 在 己 上 

cos zt 一 czcos 8,zi) 一 czcos xz zy) 一 0 ， (29 ) 
所 以 它 的 被 积 范 数 可 化 为 

[2cos (n,2)] {Lasc?cos nn, x) 一 2c%uus cos (1 ZI1)cOS (nt) 
十 C ?zz COS nt) ] 十 [zzc2zcos Sn zy) 一 2c°udz cos (NR ,Ts)COs (nt) 
+ cuz cos nn,t)]} 一 [2cos (n,2)] ce {Lucos Cn,zi) 


一 Uz COS (nt) | 十 | zcos (zy) 一 Uz,COS (n,t) | 之 0. 


所 以 J, 之 0. 代 回 积分 后 的 (28) 式 有 
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fudrdzridzr;, 一 了 十 + J + ,= [IC) — 1(0)]. 


CE) 


因为 24B 达 全 十 B?, 以 ww 作 A4,f 作 B， 则 有 
I1() 去 TO) 十 中 widrdzidz, 十 有 frdrdrdz,. (30) 


CO) C(t) 


我 们 记 
0 = 有 Le + es + drdndz 


CC) 
=| I(r) dr， 
则 
I@) = 和 xD， ZA(0)=0 
Ci 
由 初始 条 件 
1(0) = | ce 十 Cuz, 十 C WUz )GTIGTs 


(0) 
- | Es + c?|grad pl’Jdzxidz, 
00) 


记 用 fidrdzxdz, = FU), 注意 到 | wdrdzdz, 之 IY0), 则 (30) 给 出 


C(t) CU) 
$40) SIC FICOFFG), 4(0)=0. (31) 
用 下 面 即将 证 明 的 格 朗 沃 尔 (Gronwall) 不 等 式 , 即 可 得 
LZ0) < | expc _ 0) + FO)) Car. 
注意 到 (7r) 是 + 的 非 减 函 数 ， 即 有 
ud) < U0) + FO)) | enar < (1 (0) + FG))en. (32) 
代 回 (30) 有 
1G@) SIO 十 .ud 4 FO ZA 十 em)[TCO) + FG)1. 
取 KK 二 1 十 eo, 即 获得 (27)， 定理 证 毕 . 
上 面 讲 到 的 格 朗 沃 尔 (Gronwall) 不 等 式 是 一 个 简单 而 常用 的 不 等 式 . 它 
在 各 种 能 量 估计 中 十 分 重要 . 现 证 明 如 下 : 


引 理 8. 2. 2. ( 格 朗 沃 尔 (Gronwall) 个 等 式 ) 车 UL) EC(0,T]),F 
EC(L0,7])， 且 


SUG SaUl) + FO), 0 委 上 和 了 ， (《 关 ) 
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则 有 
UG) ZUCOexp(at) 十 | FoDexptad — ar. 
证 ”用 exp( 一 at) 乘 不 等 式 ( x ) 两 边 得 
ES [Ulexp(— at)] < Fexp(— at) ， 


两 边 从 0 到 上 求 积分 即 得 引 理 . 

定理 8. 2. 1 是 基本 的 能 量 估计 . 在 讨论 双 曲 型 方程 (实际 上 几乎 一 切 信 
微分 方程 ) 时 总 要 在 不 同 范 数 下 去 估计 解 ， 也 就 是 把 解放 在 不 同 空间 中 去 估 
计 . 形 如 定理 8. 2. 1 的 估计 是 以 能 量 为 范 数 来 进行 的 ,也 就 是 把 zx 放 在 索 波 
列 夫 空间 来 进行 的 .在 许多 时 候 我 们 还 需要 在 L? 范 数 或 C 范 数 ( 即 连续 函数 
空间 范 数 ) 下 估计 和 解 , 这 里 不 再 详 述 . 

由 能 量 估 计 即 可 得 到 

定理 8.2.3 柯 西 问题 (25) 之 解 在 CiCC()) 门 C*(C(z)) 中 是 唯一 的 ， 
而 且 在 能 量 范 数 意义 下 连续 依 闵 于 少 和 帮 

证 ”这 是 自明 的 , 只 需 记 住 , 唯一 性 是 指 当 一 9 二 二 0 时 , 必 有 一 
0, 而 连续 依赖 性 是 指 当 上 frdrdzidzs 和 | [wz 十 clgradg|5]dridzs 充分 


CH) {2(0) 


小 时 ， | ce 十 Cuz 十 cuz jdzidzs 也 充分 小 . 而 这 从 (27) 立即 可 得 . 事实 
de) 

上 ， 当 f= P=yYy=0 时 , 由 (27) 及 w EC (0) 便 可 得 grad U tyZ12Z2) 一 0， 
即 在 CG) 内 zw == 常数 二 9g9== 0. 

也 可 以 证 明 在 C 范 数 下 连续 依赖 于 pg、y、f， 这 里 也 不 细 讲 了 . 

另外 ,由 于 特征 锥 顶点 C(x" ,t。) 的 任意 性 ， 即 有 C0) 的 任意 性 ， 则 可 得 在 及 + 
上 柯 西 问题 (25) 是 唯一 的 . 

3. 混合 问题 的 唯一 性 与 稳定 性 ” 现在 把 能 量 估 计 用 到 下 面 的 混合 问 
题 . 设 2 CR2 为 有 界 区 域 , 302 为 其 边界 ,讨论 混合 问题 . 


9 
国 一/ ， 


u(rX,t) 一 0， (Zi) EdaXR， 
U(X,0) = 9X) ， zz 0) = Yr). 
此 时 , 记 C(z) 为 柱 形 区 域 2 X [0,t1], Ot 寺 T, 有 C=C(1), 0) = ((z， 
1); 工 和 80) ， 则 可 如 (26) 式 一 样 定 义 时 刻 t 的 能 量 积分 1(z), 于 是 有 
定理 8.2.4. 车 u(x,t) ECi(C) 门 C?(C) 是 混合 问题 (33) 之 解 ， 则 必 
存在 常数 M 之 0 使 得 
1() 过 MI7(CO) 十 (Cryziyzy)2drdzidCz | . (34) 


CO) 


(33) 
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特别 是 若 f= 二 0, 还 有 
1(t) = 1(0). 
这 里 设 p、Y 和 充分 光滑 . : 

证 ”证明 与 定理 8.2.1 的 证 明 十 分 类 
似 ， 所 以 我 们 的 叙述 将 比较 简略 ， 而 只 在 
有 不 同 处 加 一 些 说 明 . 

用 ww 去 乘 上 ju == f 并且 在 C(t) 上 积 
分 ， 利 用 高 斯 定理 有 

.十 .十 .as 
一 fu: dr CCT，， 


C(O) 


其 中 积分 JI，J,，J; 的 被 积 函数 与 定理 
8. 2. 1 相同 , 但 7; 现在 是 在 柱 形 区 域 的 侧 
面 卫 上 的 积分 , 因为 在 上 cos (at) 一 0， ,一 0 从 而 | 二 0， 故 .2 一 0， 


而 ./， 一 310), ./ 3 一 一 51(0), 所 以 有 


1(t) = 1(0) 十 2 i fdrdzidz,. 
CCt) 


和 若 / 一 0 即 得 定理 的 后 一 部 分 , 车 f 关 0 则 又 与 定理 8. 2.1 证 明 中 的 (30) 一 
样 ， 有 


1(t) 三 1(0) 十 中 udrdxidx, 十 i fdrdzidz,. (35) 
CG) CO) . . 


同样 , 令 
2() = |1 (Ddr = 中 | ze 十 cuz 十 cruz, |drdzidz;. 
0 


C(t) 


以 下 的 证 明和 定理 8. 2. 1 完全 一 样 ; 应 用 格 朗 沃 尔 不 等 式 , 得 到 与 (32) 相应 
的 不 等 式 


wd (10) 十 FC))| ee-?dr < CC0) 十 FO)er. C32)， 


代 问 (35)， 并 考虑 到 | udrdzridzs < Z(t),) 则 有 不 等 式 (34) 成 立 ， 其 中 AM 


CO) 
二 1 十 ee. 定理 证 毕 . 
综合 一 下 定理 8. 2.1 和 定理 8. 2.4 的 证 明 , 我 们 发 现 , 都 是 对 (28) 式 两 
边 积 分 , 且 都 要 估计 .J 的 符号 , 即 要 求 J, 宇 0; 不 同 的 是 在 定理 8.2.1 中 , 积 
分 区 域 C(z) 为 特征 锥 内 时 间 从 0 到 :部 分 之 锥 台 , 而 在 定理 8. 2.4 中 , 积分 区 
域 C(z) 为 柱 体内 时 间 从 0 到 上 上 部分. 显然, 在 定理 8. 2.4 中 , 若 把 边 值 条 件 
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uln 一 0 换 为 | 一 0, 仍 可 得 积分 J 一 0, 故 定理 仍然 成 立 . 并 且 可 推断 ， 


当 0 为 半 无 界 区 域 时 , 能量 积 分 的 积分 区 域 C() 为 柱 面 32 X R+ 与 特征 锥 面 
所 围 在 2 XR; 内 时 间 从 0 到 上 部 分 的 区 域 . 且 若 方程 是 变 系数 时 ， 相 应 的 特 
征 锥 面 亦 有 变化 ( 非 直 锥 面 )， 对 (28) 式 进行 积分 ， 由 高 斯 公式 化 为 /三 


510), J, = 3100). 显然 , 对 一 般 双 曲 方程 , 同样 为 使 J. = 110), .= 


31(0), 则 IG) 的 定义 应 相应 变化 . 对 于 第 三 边 值 条 件 的 混合 问题 , ;二 0 


一 般 并 不 成 立 , 但 此 时 , 可 将 ,分解 为 一 部 分 宇 0, 另 一 部 分 与 上 一 0 及 r 二 
有 关 ， 使 其 并 人 几 及 J 中, 这样 可 修正 T(z) 的 定义 , 使 它 不 但 包含 在 (2) 
上 的 积分 , 且 还 包含 在 22(t) 上 的 积分 . 这 便 要 求 我 们 对 不 同 的 数学 物理 问 
题 作 具 体 分 析 ， 寻 找 相应 的 能 量 函 数 , 这 里 , 灵活 地 运用 能 量 方法 有 很 大 的 
技巧 . 

由 定理 8. 2.4 便 可 获得 如 下 唯一 性 及 稳定 性 定理 . 

定理 8.2.5 混合 问题 (33) 的 C1(DD) 站 C*(0) 是 唯一 的 ， 而 且 在 能 量 范 
教 意义 下 连续 依赖 于 多. 少 和 上 厂 


习 题 


1. 用 波 的 传播 来 讨论 弱 振 动 方程 的 解 在 边 值 条 件 w.(0,2) = xz(i 二 0 时 在 端点 的 
反射 . 

2. 同样 , 用 波 在 端点 的 反射 来 求解 半 无 界 弦 振动 问题 , 其 边 值 条 件 为 (0,t) 一 0, 革 
求解 


9 92 
二 一 7， 0< 工 co ,tt 0， 
u(0,1) 一 0， 


U(XT,0) 一 VCZ) ，xz(Z 0) = Yr). 
3. 将 定理 8. 2. 1 的 不 等 式 对 上 由 0 到 上 积分 得 出 另 一 形式 的 能 量 估计 : 
[2 十 cuz 十 cus, | drdzidzs 


CU) 


<M| (| [+ ee + or, Jdridzs + | fararaz, | 


£00) Ct) 


4. 分 别 求证 混合 问题 (33) 及 柯 西 问题 (25) 的 解 的 估计 : 
GD 令 J 二 上 [wdxidzs, 证 明 在 柱 体 2 x [0,T] 中 有 


0 
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J 0) Cal) + FY), FU) 一 6 中 urdtdzidz2. 


0 


再 由 格 朗 沃 尔 不 等 式 证 明 
(1) 过 JO0)exp(et) 十 € lexp (et) udidzxidz,. 


人 0Xx[0,7] 


(2) 利用 第 3 题 证 明 
uidradxidzx, < M{7(0) 十 中 Pdrdridzs | . 


Cy Cu) 
5. 求 证 弦 振 动 方程 的 混合 问题 
1 9:u 92x . 
C2 Di gz?’ 0< 交 < ,0<L 上 < 了 ， 
u(0,1) = ul(l,t)=0,， 
u(X,0) = p(T), uzT,0) = yr) 
的 解 对 9、y 在 C 范 数 下 的 连续 依赖 性 : 


(1) 仿照 定理 8. 2.4 证 明 
| 2 十 二 dz = | 2 十 二 | dx 
(2) 若 PF、 在 [0,7j 中 一 致 地 充分 小 ， 证 明 


1 
Iulz,t) — u(0,t)| 委 [| xdz | < CE， 


e 是 任意 小 的 数 , 由 此 即 得 本 题 的 证 明 . 
6. 设 Q= {(z,t); XT € (a,6), 0 二 1 过 T}, ww € C?(Q) mn CQ) 满足 混合 问题 : 


2 一 -| mz) ou | 十 MTJD)U 十 p(x) 5 = 二 f(z,t),， 


ul(a,st)=0,， Iu (1 一 0， 
dx 


U(XT,0) = Pz) ,ulz,0) = yr). 


10) = [| Su + mCz) | 了 + nr) ja 
证 明 有 人 能量 不 等 式 ， 
10) <M(IC0) + | dr | PCz,rdz] . 
[提示 : 方程 两 边 乘 ww 再 在 Le,2] 上 积分 ， 利用 边 值 条 件 证 明 不 等 式 .7C) 之 102) 十 


| ar | 产 (z,D4dz, 然后 应 用 格 妆 沃 尔 不 等 式 即 可 . ] 


7. 设 2 = (zy); 工 二 和 多 ). 混合 问题 为 ; 

了 27/ 0 2 9 2 

3£ < a 3 凋 +3) 一 f(t,y,t) ， (X,Yy) ER,t>0, 
ulnm=0 9 > 0 9 

u(T,0) 一 PCZ) ， az 0) = yz). 
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试 定 义 上 述 混 合 问 题 在 时 刻 上 的 能 量 ， 并 证 明 其 能 量 不 等 式 ， 从 而 证 明 混 合 问题 在 
C0 Xx R41) 站 CiC0 人 R;) 中 的 解 是 唯一 的 . 


3 3. 特征 的 概 食 


1. 能 间断 与 特征 ”在 以 上 的 讨论 中 我 们 看 到 了 特征 概念 起 了 极 重 要 的 
作用 . 它 实 际 上 是 整个 偏 微分 方程 理论 最 重要 的 概念 之 一 . 由 于 我 们 没有 讨 
论 过 一 阶 偶 微 分 方程 的 理论 ， 我们 只 能 就 本 书 的 范围 涉及 到 的 问题 讨论 特征 
理论 的 几 个 侧面 . 

先 从 定义 开始 . 设 有 m 阶 线性 偏 微分 算 子 


P(xz,D), D= 二 3.， rcEOCR" (36) 


记 它 的 主 象征 为 P(x ,§). 第 五 章 中 给 出 了 特征 集 的 概念 : 
Char = {(zx,€); PCz5) 一 0 ZE0O 天 0). 

设 有 R” 中 的 曲面 {x; 9(x) 一 0，gradp 和 天 0) .相应 于 其 上 任 一 点 都 有 法 线 向 量 
gradg, 我 们 有 时 称 (z,grad9) 为 此 曲面 上 的 接触 元 素 ， 而 给 出 

定义 8.3.1 若 曲 面 帮 二 (x; 9(X) 一 0，gradp 尖 0) 上 任意 的 点 工 处 其 
(x,gradg) 笑 在 CharP 中， 即 当 PCZz) 一 0 时 有 

P,(z,gradyg) 一 0 ， (37) 

就 称 卫 是 书 的 特征 曲面 . 而且 称 (37) 是 P 的 特征 方程 . 

可 见 特征 曲面 由 主 象征 决定 . 这 里 要 注意 ，(37) 式 并 不 是 一 个 一 阶 偏 微 
分 方程 ， 因 为 并 不 要 求 它 在 R" 的 某 区 域 上 成 立 , 而 只 要 求 它 在 某 一 曲面 
(PCZ) = 二 0} 上 成 立 ， 以 波动 方程 ,riw = 0 为 例 . 这 时 


P(x,grad) =— | 9? 一 DP, | 
j=1 


先 看 n= 二 2, 令 9X,1) = ct 一 (Xi 十 X72)， 则 
P,(x,gradyg) 一 一 4c’[ct? — (xz? + zx?) |. 

所 以 只 在 9 二 0 上 有 P; 二 0. 这 里 我 们 得 出 了 前 述 的 光 锥 或 特征 锥 面 . 但 它 与 
定义 有 一 点 不 同 ， 即 gradgp 关 0 在 (0,0,0) 被 破坏 . 这 就 是 锥 顶 . 所 以 我 们 得 
到 的 是 一 个 有 奇 点 的 特征 锥 面 . 但 在 n 王 1 时 , 若 令 9 一 综 士 z， 则 有 
P,(z,grady) 二 1 一 1 三 0. 这 就 是 弦 振 动 方程 的 特征 线 . 这 时 已 (z,gradyp) 
二 0 不 只 在 9 二 0 上 成 立 , 而 是 在 R 中 处 处 成 立 . 

(37) 不 是 一 个 偏 微 分 方程 时 常 带 来 一 些 困 难 . 但 有 这 样 的 情况 : 存在 一 
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族 特征 曲面 pz) ==c, 而 过 区 域 Q 中 每 一 点 zo 和 皆 有 族 中 一 个 特征 曲面 p(x) = 
YLTo). 震 令 Y0 一 YCZ) 一 9(z0o). 则 9 二 J. 而 曲面 p(x) = p(xo) 成 为 光一 0. 所 
以 ,P(X,9.) 二 0 于 y= 二 0 上 . 因为 xz = x 在 此 曲面 上 , 由 于 x。 的 任意 性 ， 
对 9p 而 言 就 有 Pn《z,9.) = 二 0 于 QQ 中 . 所 以 我 们 可 以 将 P(x,9.) = 0( 即 (37) 
式 ) 作为 一 个 一 阶 偏 微分 方程 去 求解 而 求 出 PCz). 这 时 不 但 g(x) = 0 而 且 
?LX) 一 < 都 是 特征 曲面 . 关键 在 于 要 找到 特征 曲面 的 写法 ， 即 写成 p(x) = 二 0 
使 得 g(x) = c 是 一 族 特 征 曲面 . 仍 以 口 z+1u = 0 为 例 , 若 将 光 锥 写成 cz 一 
(zl 十 Xz2) 二 0， 则 gz,t) 三 e222 一 (zx? 十 x?), 这 时 Pi,(x,gradg) = 
一 4Lea 一 (zi 十 x)], 只 在 9 二 0 上 有 Plz,grady) = 0, 所 以 不 能 由 P; = 


三 ct 十 Nx? 十 zx?, 易 见 P,(zx,gradyg) 二 0， 所 以 仍 可 将 (37) 作为 一 个 一 阶 偏 


微分 方程 求解 而 得 一 族 特征 锥 面 ct 士 Vx? 十 zi ==Ci. 它 的 顶点 是 (0,0,z)， 
to 二 C1/c. 因此 实际 去 求 特 征 曲 面 时 , 我 们 常 将 (37) 作为 一 个 一 阶 偏 微分 方 
程 去 求解 . 

现在 回 到 波 的 传播 , 前 面 已 经 说 过 ， 由 于 有 影响 区 域 ， 所 以 由 (zx? ,x? ,zo) 
的 扰动 产生 的 波 在 该 影响 区 域 之 外 恒 为 0。 这样 就 出 现 了 一 个 间断 , 线性 偏 
微分 方程 的 解 的 间断 面 有 的 是 特征 曲面 ， 有 的 则 不 是 . 但 所 谓 弱 间断 一 定 是 
特征 曲面 . 弱 间 断 的 定义 是 ， 

定义 8.3.2 设 厂 = {x; 9(X) 二 0) 是 一 光滑 曲面 ， 在 TT 上 gradyp 关 0. 
若是 m 阶 线性 偏 微分 方程 在 人 A\T 矿 中 的 解 , 它 在 人 TT 中 属于 C”", 而 在 上 
除 对 zx 的 任意 始 阶 的 斜 截 微 商 山 有 第 一 类 间断 外 ,对 其 余 Diu(|a| 三 m) 都 是 
连续 的 ， 则 称 此 解 & 在 太 具 有 弱 间 断 ， 并 称 太 为 z& 的 弱 间 断面 . 

定理 8.3.3. 弱 间 断面 矿 必 为 特征 曲面 . 

证 作 变 量变 换 y = y(z) 而 令 yi = VCz), 由 于 在 上 grady 关 0, 所 


以 这 个 变换 是 可 以 找到 的 . 荆 成 为 {y= 0) ,而 了，*…，32 可 用 3 


3 线性 表示 ， 因为 只 有 = 一 对 了 二 (2 二 0} 是 斜 截 ( 它 是 法 向 的 ) 微 商 , 而 


9 9 


KA 


一 类 间断 ， 而 对 其 余人 yle | 全 m, a 二 m), 因 斜 截 微 商 的 阶 数 小 于 m, 在 古 


附近 都 是 连续 的 . 于 


0+ 时 有 极限 了 | ， 且 其 唉 度 
1 | 土 


中 即 非 切 向 的 方向 微 商 . 
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[|= 汪 | 一 如 关 0( 一 般 地 我 们 记 [站 = f1, 一 f= lim f(y) 
9 yy 9 yT |+ yr | | 一 /1+ es y 


一 lm f(y),， 如 果 这 里 极限 存在 的 话 ). 因此 弱 间 断 条 件 告 诉 我 们 ， 对 


31 一 0 
jal 之 m,| 了 |= 0 除非 < 一 (nm;0, ,0)， 即 [35| 关 0 
9 y 9 yi 
作 变 量变 换 后 
OU ai z {9 yi\” 
az ay | + 


”中 各 项 对 yi 的 微 商 次 数 声 |a| 一 1. | 
0 =P(z, Du 一 > Qa (z) 5 


lal<m 


«a |al 
一 > oz) | | 可 +…| 


lal<m 


= 》， oz)| 5 2 十 (38) 
rp 9 并 ] 


“…” 中 各 项 对 入 的 微 商 次 数 委 和 一 1 
令 汪 一 0 在 (38) 式 中 取 极 限 并 取 两 极限 之 差 . 由 于 ^“…” 在 卫 两 侧 是 连 


续 的 ， 所 以 
[Dao 加 站 [党] 


lal=m 


由 于 | 了 | 关 0， 故 其 系数 为 0， 这 就 是 Ps(z,grad D1r = 0, 定理 证 毕 
?广义 林 西 问题 。 我 们 比较 波动 方程 和 热传导 方程 的 柯 西 问题 ， 初 如 
数据 都 给 在 t 二 0 上 . 但 对 前 者 可 给 两 个 数据 (与 方程 阶 数 一 致 )， 即 2 


有 
(G 二 0,1) 之 值 ， 这 时 全 商 5 是 斜 截 于 仁 一 0} 的 ; 对 后 者 则 只 给 一 个 数据 ， 


即 一 个 斜 截 方向 的 微 商 5 才 ，7 = 0. 为 什么 会 出 现 这 样 的 区 别 ? 问题 在 于 上 一 


0 对 波动 方程 不 是 特征 曲面 ， 而 对 热传导 方程 则 是 特征 曲面 . 
这 就 给 了 一 个 启发 : 对 一 般 的 m 阶 线性 偏 微分 方程 
P(r,D)u=1,， (39) 
如 果 曲 面 卫 = {g(x) = 0) (在 修 上 设 gradyp 关 0) 不 是 特征 曲面 , 是 否 可 以 提 
出 广义 柯 西 问题 ， 即 在 修 上 给 出 前 m 个 斜 截 方向 的 微 商 ,例如 


Qiu . 
3 17 i? 一 0，1，…，701 一 械 ， . (40) 


闻 斜 截 于 .首先 要 注意 ,在 给 出 2 沁 | 后 , 若 : 是 工 的 某 切 向 微 商 ， 骨 
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CC 


| = 名 也 是 已 知 的 ， 实际 上 用 这 样 方 法 能 算出 的 一 切 志 mm 阶 的 微 


商 在 全 上 的 值 , 唯 一 的 例外 是 了 | . 


因此 , 知 作 变量 变换 y 二 y(zx), 而 令 


yi 一 PCZ). 则 3 一 几 )， 7 一 0， 1l,*.…,m—1, 都 可 以 从 (40) 式 中 求 出 ， 
1 | y=0 


但 了 _ 不 行 . 即 有 
Qu . 
9 yi ,0 1 一 0，1，…，7M2 一 1. (41) 
髓 看 方程 ,利用 前 面 讲 的 (38) 式 知 有 
十 … 一 f 9 


因为 P(x,grady) 在 厂 上 不 为 0, 从 而 在 厂 附 近 也 不 为 0, 所 以 方程 可 能 化 为 


9 "wu 
9 yr 
“…” 中 只 售 w 对 yy 的 低 于 mx 阶 的 微 商 . 于 是 广义 柯 西 问题 (39)、(40) 变 成 了 
普通 的 柯 西 问题 (42)、(41). 但 若 古 是 特征 曲面 ， 上 面 的 广义 柯 西 问题 就 不 


十 … 一 下. (42) 


可 能 这 样 化 约 了 . 
3. 化 为 标准 形 : |， 和 
2 十 2 ge + ea 十 二 0 (43) 
可 以 局 部 地 化 为 标准 形 ， 现在 来 讨论 其 作法 、 
作 变 量变 换 


一 VCzyy) ? 7 一 VCzyy) 9 
则 由 (38) 式 ( 或 直接 计算 ) 可 知 ，(43) 式 可 化 为 


(ay + 2b9.9, + cp? ) 了 六 十 2[agy; 十 2PO + py.) 
十 cH 3 有 了 + (agz 二 200.0 十 ) 3 I + . (44) 
?0 对 一 切 C 和 缘 为 特征 ， 则 了 和 如 果 {y = C} 为 特 


征 ， 则 5 3 的 系数 也 为 0 但 在 第 一 段 就 说 过 , 只 要 把 aF 十 2b9.9, 十 cp; = 


0 作为 一 阶 偏 微分 方程 来 解 即 可 合 (@ 二 C} 对 一 切 C 皆 为 特征 . 
但 是 , 求解 两 个 自 变量 的 一 全 全 广 和 作为 和 分 方 和 的 家 
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oY 
d 
即 庆 一 一 多 /9 以 93 遍 除 ag? 十 2699, 十 cp? 一 0 即 得 
dy dy | 一 
a| 用] - 一 20 六 十 c 一 0. (45) 


现在 局 部 地 ( 即 在 一 开 区 域内 ) 分 别 三 种 情况 . 
(1)2 一 ac 0. 这 时 (45) 式 可 分 解 因 式 为 


d d 
衬 - 省 空 - 台 =。， 人 和 关 4， 


例如 求解 分 二 4， 得 到 2》 一 yr,C), 解 出 C 后 即 得 常 微 分 方程 的 通 积 分 


F(x,y) 一 C. 由 它 作出 一 9(z,y). 同 理由 学 一 和 的 通 积分 %(z,y) 二 C 可 
得 7 二 Jy(z,y). 
这 样 得 出 变量 变换 是 合理 的 .因为 
ED jg, pp a 0 
(这 里 xe 关 0, 否则 可 用 加 代替 9. 车 .= p= 二 0 则 与 gradyp 关 0 矛盾 , 同 理 


各 关 0). 3 的 系数 不 会 为 0， 否则 在 作 变 换 时 方程 降 阶 , 则 作 逆 变换 (这 


是 一 定 可 以 作 的 ， 要 求 尖 一 闻 过 0 的 目的 在 此 ) 后 将 会 升 阶 , 这 当然 是 不 可 


能 的 . 总 之 , 方程 化 成 了 
5 5 二 
再 令 和 三 56 十 7, 工 一 和 一 7 即 得 
du 92 
090X 927 
按 第 五 章 § 5 的 定义 ， 这 是 双 曲 型 的 . 它 有 两 组 实 特征 . 


(2)2 一 ac 一 0. 这 时 太一 刀 ， 解 人 2 一 得 == p(x ,y). 但 由 9 一 得 


十 … 一 0. 


不 出 7 二 %(z,?). 因为 这 样 得 出 的 了 会 使 3 :2) 一 0, 而 不 成 其 为 变量 变换 


32 天 0, 作 了 这 样 的 变换 后 ,2 


的 系数 为 0 易 证 庆 部 的 系数 也 为 0， 因 为 它 是 
pfs + begs + Pe) + cp 


=a(g: + LP) + bg + £8)Y, 


但 是 我 们 可 取 任 意 的 作为 7, 只 要 
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=a(g, + PG + bp + NB)G, = 0， 


总 之 方程 化 为 
5 十 (一 阶 项 ) = 0. 


如 果 一 阶 项 中 5 的 系数 不 为 0， 这 是 抛物 型 方程 . 第 五 章 中 的 抛物 型 方程 如 


热传导 方程 就 是 这 样 ， 否则 ,方程 将 化 为 合 参 变量 $ 的 常 微分 方程 ,这 便 是 
弱 双 曲 型 方程 ,这 里 还 应 注意 条 件 久 一 ac = 0 应 是 局 部 地 满足 ， 不 能 只 在 某 
一 曲线 上 满足 
C3) 一 ac 之 0. 这 时 分 二 加 取 复 值 , 因此 进入 复 域 . 复 域 中 的 常 微分 广 

程 理论 要 求 在 解析 函数 类 中 讨论 问题 ， 因 此 我 们 需 设 a, 5, < 皆 为 z,y 的 解 
析 函 数 . 他 一 入 的 通 积分 更 (z,y) 一 C 也 是 复 的 . 令 6 一 Re 8,7 一 Im B， 由 
a0: 十 268.@, 十 XB 二 0 分 开 实 虚 部 有 

aé’ 十 2b8,.€, 十 c6 = aN: 二 2077, 十 cP 天 0， 

aéz7; + bE7, 二 €,7) 十 ce 一 0. 


(前 式 不 能 为 0， 否则 又 会 发 生 在 变量 变换 后 降 阶 . 3 2 天 0 的 证 明 赂 去 . ) 
总 之 (44) 式 化 成 


9 2 du 
3 至 十 3 天 十 二 0， 


这 是 椭圆 型 方程 ; 它 没 有 实 特征 . 

总 之 ,方程 的 分 类 是 以 特征 为 基础 的 , 而 且 这 时 可 以 (局 部 地 ) 由 他 一 ac 
的 符号 直接 决定 其 类 型 . 有 时 如 一 ac= 二 0 表示 一 条 曲线 , 而 在 曲线 的 两 侧 方 程 
可 能 是 双 曲 型 的 或 者 是 椭圆 型 的 (例如 特 里 柯 米 方程 )， 则 称 方程 在 上 述 曲线 
上 是 脱 缩 的 . 两 个 自 变 量 的 二 阶 线性 偏 微分 方程 恒 可 局 部 地 化 为 标准 形 , 说 


它 是 局 部 的 是 因为 他 二 为 只 是 局 部 地 有 和 解 


习 是 
1. 求 下 列 方程 的 特征 方程 ， 
9 2 au ,9 9 2 
‘Danitaz °° 9x te az 


9 2u 
(2) Jr 一 了 


,{ du 932z : 
ar dy) 
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9 2 2 2 1 92u ritytz9u 
a 二 a yt 二 十 和 


wu ; 
(5) 5 二 一 一 sin (zy) 5 十 3x 一 0 . 
2 将 广义 柯 机 问题 


9? 92 92 
一 a 3 十 | 一 0 ， 


9 az: 9y) 
zx |,- 2z 十 y 一 = p(X,y) 9 
au|l 
pr ,ay 一 A 
化 为 普通 柯 西 问题 . 
3. 说 明 广 义 柯 西 问 题 
9 2u 92u 
EF | ar’ 0 ， 
u | ,a 一 p(T) 9 


的 解 或 者 不 存在 ， 或 者 不 唯一 . 
4. 化 下 列 方程 为 标准 形式 ; 
(1) zs 2usy 二 Buyy um—uy=0; 
(2) Ziuzs c+ 2zyzx c+ yuyy = 0; 
(3) yu™ 十 (ZT 十 yury 十 Xuyy = 0. 
5. 在 y>0 与 ?< 0 处 分 别 化 特 里 柯 米 方程 
? 2 十 了 一 0 
为 标准 形 . 
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广义 函数 zx 与 z+* 36 
广义 函数 二 0 和 二 一 
广义 函数 的 卷 积 50 
广义 函数 的 正则 化 ”48 
广义 解 13 
广义 柯 西 问题 154 

H 
险 纳 克 (Harnack) 定 理 106 
险 纳 克 不 等 式 ”107 
郴 数 的 磨 光 化 16 
函数 的 卷 积 16,46 
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豪 斯 道夫 一 杨 (Hausdorff-Young) 不 等 式 74 


赫 维 赛 德 函 数 ”10,26,27,45 
后 回 光 锥 141 

缓 增 广义 函数 5” 65 

缓 增 广义 函数 的 健 里 叶 变 换 66 
患 更 斯 (Huygens) 原 理 139 
混合 问题 119 

混合 型 方程 ”89 


基本 解 81 
基本 空间 15 
集中 在 曲面 S$ 上 的 广义 函数 135 
极 小 化 序列 113 

极 值 原理 ”93,120 

急 减 函数 的 傅 里 叶 变 换 60 

急 减 函数 空间 多。 60 

降 维 法 138 

截断 函数 19 

解 的 存在 性 7 

解 的 唯一 性 7,94,120,148,150 
解 的 稳定 性 ”7,94,148 

解析 解 77 

局 部 化 原理 25 


局 部 可 解 81 
卷 积 代数 51 
K 
开尔文 (Kelvin) 变 换 107 
柯 西 积分 主 部 37 
柯 西 问题 , 初 值 问 题 6,116,136 
柯 西 主 值 40 
柯 西 一 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 定理 77 
可 去 奇 点 定理 104 


拉 普 拉 斯 方程 1 

劳 本 (Robin) 条 件 或 第 三 边 值 条 件 6 
勒 维 反 例 85 

黎 曼 一 勒 贝 格 引 理 73 

刘 维 尔 (Liouville) 定 理 105 


M 
磨 光 核 17 
磨 光 算 子 17 

N 
能 量 积分 145 
拟 基 本 解 109 


牛顿 位 势 或 体位 势 92 


诺 依 曼 (Neumam) 条 件 或 第 二 边 值 条 件 6 


诺 依 曼 问 题 97 
O 
偶 极 子 92 
P 
帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 64 
抛物 型 88 
频谱 ”59 
频谱 分 析 59 
频谱 绽 合 59 
平均 值 公式 ”93 
普兰 舍利 (Plancherel) 定 理 76 
Q 
奇异 广义 函数 24 
奇 文集 34 
前 问 光 锥 ”54,141 


名 词 索 引 161 


全 象征 87 


热传导 方程 1,3 
弱 * 收敛 ”30 
弱 间 断 153 
弱 解 13 


试验 函数 16 
适 定 性 7 
双 层 位 势 ”93 
双 曲 型 88 
斯 图 姆 一 刘 维 尔 (Sturm-Liouville) 问题 123 
索 伯 列 夫 空间 互 :(CO2) 113 
T 
特征 方程 152 
特征 集 88 
特征 曲面 ”152 
特征 线 ”10 
特征 线 法 11 
特 里 科 米 (Tricomi) 方 程 88 
体积 平均 值 公式 ”96 
调和 函数 ”90 
推迟 势 137 
推广 的 莱 布 尼 茨 公式 22 
椭圆 型 ”88 
W 
外 尔 一 许 瓦 效 (Weyl-Schwartz) 引 理 ”109 
位 势 型 积分 92 


物理 无 穷 小 2 
X 

弦 振 动 方程 1 

相 空 间 10 

薛 定 请 (CSchrodinger) 方 程 1 
Y 

亚 椭 圆 108 

依赖 区 域 141 


一 阶 拟 线 性 方程 组 的 柯 西 问题 77 
影响 区 域 141 


162 名 词 索 引 


有 限 阶 广义 函数 44 支 集 15 

圆 的 格林 函数 ”102 主 象征 ”88 

跃 度 公 式 28 最 小 作用 原理 
Z 


正则 广义 函数 ，24 


12 


